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Avant-propos. 


Ces leçons ont pour but d’initierles curieux de choses savantes à l'étude 
du Calcul des Probabilités et de leurs applications. Elles ne prétendent 
point épuiser le sujet, mais simplement permettre l’étude des grands 
Ouvrages. ? 


Parmi ceux-ci, j'ai indiqué, à la fin de chaque Chapitre, ceux dont la 
lecture me paraît pouvoir conduire le plus rapidement au dela de ces 
leçons. On trouvera la liste des principaux Mémoires originaux concernant 
le Calcul des Probabilités dans l'édition française de l'Encyclopédie des 
Sciences mathématiques. 


J'ai done touché à tout, et plutôt légèrement, cherchant surtout la clarté, 
me bornant le plus souvent à refondre les Ouvrages des nombreux auteurs 

ui ont écrit sur le Sujet, énonçant parfois les résultats sans les démontrer. 
Ca et là, cependant, j'ai développé quelques aperçus personnels, dont la 
plupart ont fait l’objet d’études spéciales, publiées soit dans les revues 
mathématiques, soit dans les revues de Philosophie... 
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AVERTISSEMENT. 


Comme pour le premier Volume, nous suivons à peu près dans 
le Tome IT l’ordre chronologique. Les Mémoires ici reproduits 
vont de 1858 à 1872; nous yÿ avons joint des Notes publiées par 
Hermite dans différents Ouvrages, quelques pages de son Cours 
d’ Analyse de l'École Polytechnique, et une Lettre à M. Tannery 


se rapportant aux fonctions modulaires. 


Il m'est agréable d’offrir à M. Henry Bourget mes vifs remer- 
ciments pour le concours très précieux qu'il m'a apporté dans la 
revision du texte et dans la correction des épreuves. Tous les 
calculs ont été refaits ou au moins indirectement contrôlés par lui. 
Il y a eu là, pour certains Mémoires, en particulier pour les études 
relalives à l’équation modulaire et à l'équation du cinquième degré, 
un travail d'autant plus considérable que la rédaction d’Hermite, 
dans les questions algébriques, est extrêmement concise et laisse 
souvent de côté des intermédiaires. À la suite de cette revision, 1l 
nous à paru utile de faire dans le texte certaines modifications d’un 
caractère surtout numérique; les plus importantes d’entre elles 


sont signalées dans des notes. 


J’adresse aussi tous mes remerciments à M. Gauthier-Villars 
pour les soins qu'il donne à cette édition. Nous sommes heureux 
d’avoir pu placer au début de ce Volume un portrait d’'Hermite, 


qui le représente aux environs de sa cinquantième année. 


Émrze PICARD. 
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SUR 


LA THÉORIE DES FORMES CUBIQUES 


À TROIS INDÉTERMINÉES. 





Journal de Mathématiques pures et appliquées, 
Déserier tell MIS en. 


L'étude des fonctions homogènes du troisième degré et à trois 
indéterminées conduit à considérer avec une forme donnée de cette 


espèce deux systèmes différents de fonctions qui s’en déduisent, et 


dont je rappellerai en premier lieu les expressions. Soit pour cela U 
la transformée canonique de la forme proposée, de sorte que 
l’on ait 

U=m+yi+z3+6Glzryz; 


le premier de ces systèmes sera celui des invariants et du covariant 
cubique, savoir : 
Se re 
LE “4 — 20/3 — 8/6, 
HU = P(28+ y3+ 33) — (1+ol3)xyz. 
H. — II. I 
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Le second système sera formé des deux contrevariants ou formes 


cubiques adjointes, savoir : 


PU=—/(m+ pi 3)+(—1+<4B)xyz, 


QU— (1— 108 (28 y + 33) — 6/25 + 4 08 )xy3. 
A ) 


J’omets à dessein les covariants et formes adjointes d’un degré 
supérieur au troisième, n'ayant pas à m'en occuper 101, et J observe 
seulement que les combinaisons linéaires 


ax U + GÉHU, 
6%xPU + BQU, 


où & et 6 sont des constantes indéterminées, représentent encore, 
la première un covariant et la seconde une forme adjointe de U. 
On en peut conclure que les invariants du quatrième et du sixième 
ordre de ces deux fonctions, que nous désignerons avec M. Cayley 
de cette manière : 

Sc IS EE;0 B'ELUP 

S(6xPU + BQU), 

T( a«U + 68HU), 

T(6aPU+ BQU), 


doivent reproduire des combinaisons rationnelles des invariants 
primiufs S et T. C’est effectivement ce que ce savant géomètre 
a mis en évidence en donnant dans les Tables qui terminent son 
troisième Mémoire sur les quantics les expressions complètement 
développées de ces quatre quantités. En cherchant à approfondir la 
nature de ces expressions, J'ai été conduit à un résultat intéressant, 
non seulement parce qu'il en montre le véritable caractère, mais 
parce qu'il donne un nouvel exemple de cette étroite connexion 
entre les formes cubiques à trois indéterminées et les formes biqua- 
dratiques binaires, que M. Hesse et M. Aronhold ont les premiers 
signalée dans leurs belles recherches. Mais je dois rappeler d’abord 
qu’en représentant une forme binaire du quatrième degré par 


J=ax'+4b0x8y + 6cx'y?+ dx) + et, 


on a, pour les covariants des degrés quatrième et sixième, ces 
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expressions 


g=(ac—b?)x"+o(ad— be)riy +(ae+2bd—3c2)x1y? 
+o(be— cd)xy3+ (ec — d&) y, 
h= (ad —3abc+ 20b3)x 
+(ate+2abd— jac?+6bc)xiy 
+ (5abe—15acd+1ob?d)xty? 
RO OU ENT Ve 
+ (— 5ade +i5bce —iobd)x?yt 
+ (— ae?— 2bde + 9c?e — 6cd )xyi 
+ (— 6e?+ 3cde — »d3) ys. 


Cela posé, je considère la forme biquadratique suivante en zet$, 


savoir : 
Ja ajsn ee gran {sp 


et si l’on en déduit, d’après les formules qui viennent d’être rappor 
tées, les deux covariants g et L, on aura ces formules remarquables, 
Sa VOIr : 


S(aU + 6BHU)= — - g, 
À 


T(aU + 6BHU) = — =h, 
64 S3(aU + 66 HU) — T'(aU + GBHU)=(6,S3 — T2?) f3. 
Soit en second lieu 
= 48Sat+ ST 236 — 96 S2a262— 24 TSab3— (T2+165S3)0#, 


on obüendra d’une manière toute semblable 


S(aPU+PQU)=— "7, 
ê 
T(64 PU + QU) =— “4, 


64S3(6a PU + BQU) — T?(6a PU + QU) = (64S3— T2} F8. 


Ces deux formes f du quatrième degré que nous avons employées 
successivement ont d’ailleurs entre elles cette liaison singulière 
que, si l’on désigne par k, k', k”, K" les racines de l’équation 


di— »1S22— STxr — 88S2— 0, 
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les racines de l’autre forme, c’est-à-dire de l'équation 
) q 


48S xt + ST 23 — 96827? — 24 TS 7 —(T?2+:16S) — 0, 
seront 
S 
Je 





T ,y 
RE SOU A Re 
Je reviendrai sur ce point dans un prochain travail, où je me pro- 
pose d'établir entre autres choses cette proposition qu'il existe 
toujours une substitution linéaire réelle pour réduire toute 
forme cubique donnée à coefficients réels à l'expression canonique 


TH yi+ 38 + Glxyz. 


La même chose n’a pas lieu, comme on sait, ni pour les formes 
biquadratiques, ni pour les formes cubiques à deux indéterminées. 





SUR LA RÉSOLUTION 


DE 


L'ÉQUATION DU CINQUIÈME DEGRÉ. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. XLVI, 1858 (T1), p. 508. 


On sait que l'équation générale du cinquième degré peut être 
ramenée, par une substitution dont les coefficients se déterminent 
sans employer d’autres irrationnalités que des radicaux carrés et 


cubiques, à la forme 
PE SG == 0 


Ce résultat remarquable, dû au géomètre anglais M. Jerrard, est 
le pas le plus important qui ait été fait dans la théorie algébrique 
des équations du cinquième degré, depuis qu’Abel a démontré 
qu'il était impossible de les résoudre par radicaux. Cette 1m- 
possibilité manifeste en effet la nécessité d'introduire quelque 
élément analytique nouveau dans la recherche de la solution, et, 
à ce titre, 1l semble naturel de prendre comme auxiliaire les ra- 
cines de l’équation si simple dont nous venons de parler. Toute- 
fois, pour légitimer véritablement son emploi comme élément 
essentiel de la résolution de l'équation générale, il restait à 
voir si cette simplicité de forme permettait effectivement d’ar- 
river à quelque notion sur la nature de ses racines, de manière 
à saisir ce qu’il y a de propre et d’essentiel dans le mode d’exis- 
tence de ces quantités, dont on ne sait Jusqu'ici rien autre chose, 
si ce n’est qu’elles ne s'expriment point par radicaux. Or il est 
bien remarquable que l’équation de M. Jerrard se prête avec la 
plus grande facilité à cette recherche, et soit même, dans le sens 
que nous allons expliquer, sasceptible d’une véritable résolution 
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analytique. On peut en effet concevoir la question de la résolu- 
uon des équations algébriques sous un point de vue différent de 
celui qui depuis longtemps a été indiqué par la résolution des 
équations des quatre premiers degrés, et auquel on s’est surtout 
attaché. Au lieu de chercher à représenter par une formule radi- 
cale à déterminations multiples le système des racines si étroite- 
ment liées entre elles lorsqu'on les considère comme fonctions 
des coefficients, on peut, ainsi que l’exemple en a été donné dans 
le troisième degré, chercher, en introduisant des variables auxi- 
aires, à obtenir les racines séparément exprimées par autant de 
fonctions distinctes et uniformes relatives à ces nouvelles variables. 
Dans le cas dont nous venons de parler, où il s’agit de l'équation 


Xi—$xT +24 —E0, 


il suffit, comme on sait, de représenter le coefficient à par le sinus 
d’un arc « pour que les racines se séparent en ces trois fonctions 
bien déterminées 


Ps) . 4+2T . A+HÂT 
DISITSE DIN 2 ns 
d 


3 = 
J 

Or c’est un fait tout semblable que nous avons à exposer relative- 

ment à l'équation 


Xi — T—A—=O0. 


Seulement, au lieu des sinus ou cosinus, ce sont les transcendantes 
eliptiques qu'il sera nécessaire d'introduire, et nous allons en 
premier lieu en rappeler les définitions. 

Soient K et K’ les périodes de l'intégrale elliptique 


do 
D re sin? vo” 


") 2 d 
K — do K' — do 
= D N— TE ? 
Vi—Æsins Ju Vu k' sin o 
el 


la racine quatrième du module et de son complément s'exprime 
au moyen de g par ces fonctions dont Jacobi a fait la découverte, 











RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION DU CINQUIÈME DEGRÉ. 7. 
SAVOIT : x 
is (— 1) qÿ m?+927n 
k/7 a NE AO Re Sir ce 
Va V2 Vq ee L = V: Vq 1 n 
LE a 74 ni À F0 SON sn(m+1)  =(3m?+m) 
ù CE? q° 
à é CEE 2+92 y 
nt nu ue gi EN, RS 
— 2 Vg ET 2 = ÿ5 Ÿq SE Ne 
Let q “FU Lo ÿ SRE E 
(— 1) 2/7 2+-m 
= a Va - nn E. CE VRESE S 12 ) q 
—2g#—2ql8—.….. “ DS É ' 
(== 1)” PLU 
2/n°+Imn 
TS CURE nl Le = De 
= ÿ2 Vgq ; À L 9 = 2 ge 
== LUE 29,0 ——, ,. NUE 
sd 1 
Yi }" q SPACE 
e : ; — 1 
en LE Br — qh —... bé 
MD TE te! re LE a DO D ( “4 n (1741) L(Smt+m” 
| 2 
x Cie 2n°+m 
LT mn à OP EN lenae D ) F 
EE —__ _ ——_ ———_ _— __—_—_—_———_—_——_ _ _ .—].….—]— ZE ————————————— 3 
ï 6 7-2 
LOT TR RE Fa BAT Dur 2 y 
(— 1)? qu 
NERO D ES D | 
= ———— = — À) 
Er 2 SW Eh et lo F2 
l MN | 2q 2q are Vin q? 
= Ve RUE 
LR EU Ce DT mt D ou Dé ets D UE pa HE 
‘à ESS EN GR TR ON RO — ,.. < Ÿ qu: 


En posant 
q = eiTru, 


E 
nous désignerons VÆ ar o(w) et V/Æ' par L(w). Relativement à 
D P° n Ï Le n . N ; 
cette variable w, on aura ainsi des fonctions affranchies de l’ambi- 
11 te S — : : : : 
guïté qui tient au facteur /g, et dont je vais en peu de mots indi- 
quer les propriétés fondamentales. Elles découlent des relations 
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suivantes, dont la démonstration est immédiate, savoir : 


(0) + (0) = 1, 


IR 


p(w +1) —=e 


Yo +1 = 





? (w) 


On en déduit que © (£ + dw y (: + dw\ 


rs: $ \ 
ES ea Poil s'expriment simple 
ment en ®(w) et L(w), a, b, c, d étant des nombres entiers quel- 
<onques assujettis à la seule condition 


ad — be = 1x. 


Les relations auxquelles on parvient de la sorte ayant une grande 
amportance, non seulement pour l’objet que nous avons présente- 
ment en vue, mais pour la théorie des fonctions elliptiques et ses 


applications à l’arithmétique, je vais les indiquer en me bornant, 


c + dw 


pour abréger, aux valeurs de © (£ F ) - J'observe à cet effet que 
+ 0w 


la congruence 
ad — bc=1 (mod 2) 


est susceptible de six solutions distinctes renfermées dans ce Ta- 
bleau : 


a b C d 

















RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION DU CINQUIÈME DEGRÉ. 9 


et d’où résultent autant de formes différentes pour les expressions 


CT du : : : 
- Cela posé, nous aurons suivant chacun de ces six cas ces 

















a + bw 
équations 
c + dw PCT red 1] 
(D (a) = eu)es | 
c + dw RER 0 
(II) (Te) = d(w)es | 
c + du [ Ed ct) 
Il Slt EUR go 8 
GE) (re) e(w)° j 
c + dw FR Te dot) 
* 2 8 
CAE (Te) CDN : 
- c+—dw\  v(w) cd 
SE En Ua 
DA NReUT 
(VI) AE es AA 8 L 
‘\a+bw o(w) 


Nous rappellerons encore cette propriété fondamentale, qu’en 
désignant par n un nombre premier et posant 


LA 


P=o(nw), u—=e(w), 


e et u sont liés par une équation de degré nr +1, qui présente ainsi 
un type nouveau d'équations algébriques dont les racines se sé- 
parent analytiquement par l'introduction d’une nouvelle variable. 
En désignant, en effet, par s un nombre qui soit 1 où — 1, suivant 
que 2 est résidu ou non-résidu quadratique par rapport à 7, les 
ñn + 1 racines w seront 


| W +—16m 
ep(rum) _ et p(———— 1); 


I 


m étant un nombre entier pris suivant le module À (1). Mais, sans 
insister 1c1 sur les autres propriétés remarquables des équations 
modulaires, je m’attacherai seulement au fait si important annoncé 
par Galois, et qui consiste en ce qu’elles sont susceptibles d’un 





(1) La détermination de € a été donnée par M. Sohnke dans un excellent tra- 
vail publié dans le Tome 16 du Journal de Crelle sous le titre : Æquationes 
modulares pro transformatione functionum ellipticarum. 
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abaissement au degré inférieur d’une unité dans les cas de 


Qt 
= 


ni RS et TN! 


Bien que nous ne possédions que quelques fragments de ses tra- 
vaux sur cette question, il n’est pas difficile, en suivant la voie 
qu'il a ouverte, de retrouver la démonstration de cette belle pro- 
position; mais on n'arrive ainsi qu'à s'assurer de la possibilité de 
la réduction, et une lacune importante restait à remplir pour 
pousser la question jusqu’à son dernier terme (1). Après des ten- 
latives qui remontent à une époque déjà éloignée, J'ai trouvé que 
dans le cas de l’équation modulaire du sixième degré 


u6— 05 + ou?v?(u?— 02) + {uv(i— uv) = 0, 


on y parvenait aisément en considérant la fonction suivante : 


du)=[e(o)+e(S)]]e EEE (ES 2] 
Ne ee Ce OL 


Effectivement, les quantités 





x 


P(w), P(w +16), P(w+2.16), P(w+3.16), P(w—+ 4.16) 


sont les racines d’une équation du cinquième degré dont les coef- 


ficients contiennent rationnellement #(w), savoir : 
Diese Go) Vo) 25 55 (0) V6(w)[1+o8(w)] = 0. 


Or on voit qu'on ramène cette équation à celle de M. Jerrard en 
faisant simplement 





P — ÿ/2153 o(w)Vi(w)x, 
car il vient par là 

2. 1+w%%(w) 
tire o?(w)dt(w) " 


D es Ve 








(') Postérieurement à mes premières recherches restées inédites, mais dont les 
résultats avaient été annoncés (Œuvres de Jacobi, t. II, p. 249), un géomètre 
italien distingué, M. Betti, a publié un travail sur le mème sujet dans les An- 
nales de M. Tortolini. 


RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION DU CINQUIÈME DEGRÉ. ‘# 


Donc, il ne restera plus, pour arriver à l'expression des racines de 


l'équation 
CORTE —10 


par la fonction D(w), qu'à déterminer w ou plutôte(w) par la con- 


dition suivante : 
2 LEA uw) 


—— a = Cl 
ÿ55 ct(w)4+(w) 


Soit, pour simplifier, 





et prenons pour inconnue o'(w)ou Île module Æ lui-même de l’in- 
tégrale elliptique; on parviendra à une équation du quatrième 
degré 
© 
kr E A?F3 + ok AZ 4 1 — 0, 


qui est susceptible d’une solution analytique sous le point de vue 
précisément où nous sommes placé en ce moment, car, en faisant 


SL 
A? 


St D 


on trouvera ces expressions des racines 
HI ECONTE mi = 59 a = 


HE ane 
S 7 , tance 


4 4 4 





Kk—tlang-; tan 


ESS 


Faisant choix de l’une d’elles pour module, afin d’en déduire la 
valeur correspondante de w, on aura, pour les racines de l’équa- 
uon de M. Jerrard, ces valeurs de x 


I P(w) I P(w +16) 1  DP(w+2.16) 
Vas oo) an soie) a gu)p 0)” 
I P(w + 3.16) I P(w + 4.16) 
V5 55 z(w) LETo) ? 2453 o(w)4t(w) 


C’est donc la résolution de l'équation, en tant que les racines se 
trouvent représentées séparément par des fonctions uniformes. 
Quant au calcul numérique, la convergence extraordinaire des 
séries qui figurent au numérateur et au dénominateur de #(w) le 
rendra très court, même dans le cas où qg sera imaginaire, car on 
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sait que son module peut toujours être abaissé au-dessous de la 


—T 4/2 " 
limitee Y—0,0658. On peut aussi faire le développement sui- 
vant les puissances ascendantes de qg, ce qui donne, en posant pour 


1 
simplifier g° =, 
Dow) = ÿ235 Vas (r+ 4 — 92 + 98 — 895 — 9 96 + 897 — 948 +...), 
et l’on trouverait, pour le carré et le cube de D(w), 


P2(0) =7235 Vas(1+ 2 — 92 + 34 — 18095 — 339$ + 147 +...), 


PS0) — 2953 V/ 49 (1 + 34 — 29% + 6q* — 24 45 — 794$ +...). 


La première des séries entre parenthèses manque des puissances 
de 4 dont l’exposant est = 4, mod 5, la deuxième et la troisième 
des puissances dont les exposants sont respectivement = 5 et 
= 2, mod 5. D'ailleurs le changement de w en w + 16m reviendra 
à multiplier la quantité 4 par les diverses racines cinquièmes de 
l'unité. 


J’observerai enfin que le système des cinq fonctions D(w+16 m) 


c + du 


possède, par rapport aux substitutions qui appartiennent à 


a + bw 
la première classe, des propriétés toutes semblables à celles de 


o(w). Effectivement, en faisant, pour abréger, 
P(w +i6m) = P,(w), 


on trouvera, par exemple, 


Tu 
D, (uw + 24) = P y+2a (W) e L , 
ü) 
Ppt—— | = Pygstmi2am+3ams ( W); 
WI din 


/ 


l'indice du troisième degré en m étant pris suivant le module 5. 

Dans l’une des prochaines séances, j'aurai l’honneur de pré- 
senter à l’Académie les résultats analogues aux précédents et aux- 
quels je suis parvenu, pour la réduction de l’équation modulaire 
du huitième degré au septième et de l’équation modulaire du 
douzième degré au onzième. 
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SUR LES FONCTIONS MODULAIRES (© 


« Saint-Jean-de-Luz, villa Bel-air, 24 septembre 1900. 


» Mon cher ami, 


» Je viens dégager ma parole et m’acquitter bien tardivement, il 


me faut l’avouer, de ma promesse de vous démontrer les formules 
c + duw 
a +bw 

ucle Sur l'équation du cinquième degré. 
» Le bon air de la mer m'a aidé à surmonter la torpeur qui faisait 


concernant les quantités e( ) données dons mon ancien ar- 


obstacle à mon travail; j'en profite pour échapper aux remords de 
ma conscience, et, en pensant que vous avez sous les yeux cet ar- 
ucle, j’aborde comme il suit la question. 


» Mon point de départ se trouve dans les formules de la page2 et 


de la page 3, qui donnent les expressions de ÿ/k et de ÿ/k' comme 


E 
| ik 
parmi ces formules d’une extrême importance dont la découverte 


fonctions uniformes de g, ou plutôt de w, en posant w6— =, et, 


est due à Jacobi, J’envisagerai pour mon objet la suivante, à savoir : 





— 1-2 +2gq" +... E(=— 1) qr° 
MI. OPUS DUR RERROEE ) a (HEC pot DE 
ERNEST Rte (Er) Pt 





(1) Nous reproduisons une Lettre d’'Hermite à M. Jules Tannery, où se trouve 
la démonstration des formules seulement énoncées dans l’article qui précède sur 
l'équation du cinquième degré. Cette Lettre a déjà été publiée par MM. Tannery 
et Molk dans leur 7'raité sur la théorie des fonctions elliptiques, en interca- 
lant quelques explications complémentaires avec renvois à certaines parties du 
Traité. Nous donnons ici le texte mème de Ja Lettre d’'Hermite que M. Tannery 
a bien voulu nous communiquer, en corrigeant seulement de légères inadvertances. 

NP. 
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» J’y introduirai tout d’abord la quantité w, en me servant, au 
lieu des fonctions 9, H, .., de la série 
im] en + LL) + Ten pr | 


PILE OL ER 0) 


+) 





Ou,v() —_— E(— LL)? € 


[voir mon article Sur quelques formules relatives à la trans- 
formation des fonctions elliptiques (Journ. de Liouville, 1858)|, 
et j'écrirai : 

Are O | W 

ie nn 


ou plus simplement 
6.4 (w) 


D6,1(20) | 


VF = 


J'ai posé, comme vous savez, 


on aura donc 





c — dw 
Li A | ER en 
er y c + dw 
Ne 
ANNEE ) 
Dans cette égalité, a, b, c, d désignent des entiers assujettis à la 
condition ad — bc — 1; je ferai la supposition qu’ils appartiennent 
au premier cas (page 4), où à et c sont pairs, a et d impairs, et je 





ferai 
DOS DC Ci: 

nous aurons ainsi 
n (arte 
He Da Poe) 

«+ bw [4 Co AO) À à 

0,1 NS 
are 


et, comme nous conservons la condition ad — b'c!—1, la ques- 
tion se trouve ramence à celle qui concerne la transformation de 
la fonction 0,,,(x). Dans l’article cité tout à l’heure, Jai obtenu 
les résultats suivants, dont je vais maintenant faire usage. 

» Soit en général, pour des valeurs quelconques de à, b, c, d, 


M = au + bv + ab, 
Vi =iCM E dy cd, 


iT k 
nr (ac U? + 20CUV+ bAV + 2abc WU +2abay + ab?c) 
€ 


Îl 


1 
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puis, en supposant b positif, 


SÔ 
Ven to (a bu) 





le signe de la racine carrée étant pris de manière que sa partie 
réelle soit positive. Nous aurons l'égalité 


ya o0w) ru] era tot = TO, (a. 


\ 


C + dw 
dE bu 


et nous en concluons, pour + = 0, 


' c + dw\ 
Du ,v(w) = NPA 1 


\ 


a + bw 


» La condition de D positif peut toujours s’obtenir en changeant, 
comme il est permis, le signe des quatre entiers &, b, c, d. Cela 
étant, la somme S s'exprime comme 1l suit, au moyen du sym- 


ACL Fa LR . 
bole LE de la théorie des résidus quadratiques. 
» Supposons que b soit pair. Je ferai b = 2#b,, b, étant impair, 


et l’on aura, suivant que l’exposant Æ est pair ou impair, 


; ÎiT 
_ = f{—&\ —lu+1+3(ab; +1)°+ (0, —-1)?] 
Di Vo le rl co ’ Ù 


ou bien 
iT 
= 1 (L — [3(4b,+1)°+(b,—1)?] 
ST (5) Ca TM 


» Je vais faire, en entrant dans tous les détails du calcul, lap- 
plication de ces formules aux quantités , 


LC 22 Aw C' + d.2w 
00,1 nan el (an e 
OISE bu \ 


Je supposeral qu’on ait 


a + b'.2w0 


a=i1i, b—=0o, c=0, dæ=1i1 (mod » ). 


Ce sera donc le preinier des six cas qu'il faudra considérer ; nous 
verrons bientôt que tous les autres s’en déduisent immédiatement. 
» Soient d'abord u = 0, y — 1. Des deux nombres 





Li = b Ein ab, 
Vi cd, 
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le premier est pair, et même muluple de 4, le second est impair. 
Ayant donc en général 


Dau,2v+1(%, wW)—=(—1)001(T, w), 


nous en concluons l'égalité 
c + dw 
so) 
o,1(W) 112 F0 


» J'ajoute qu’on peut mettre sous une forme plus simple la 
quantité 


_ . (bd+2abd-+abtc) 


N 
0—E€ 


qui entre dans la valeur du facteur 
”e Sû 
V— ib(a + bw) 


Des hypothèses faites sur les entiers à, b, c, d résulte, en effet, la 


congruence 
bd + 2abd + ab?c= — bd (mod 8), 
: AA. 
ce qui permet d'écrire 
LA 
CN #} 
Be RU 


C'+ EL ; 
9 


» Si nous passons ensuite à la quantité 4, ee où 


b 
LE = et c' = 2c remplacent b et c, a et d ne changeant pas, on a 


Hi —= b'+ AD 
VI = d —+- Cie 


le premier de ces deux nombres est encore pair et le second im- 
pair, mais , n'est pas nécessairement divisible par 4, et, par con- 
séquent, on a l'égalité 


b'+ab' 1 
| ——— c'+d.2w 
0: DONNE 2 AR a 
0,1 ( ) ( ) 0,1 a+b'ov ? 


où T’ représente ce que devient, dans ce second cas, Le facteur T. 


» Désignons aussi par 2/ et S/ les nouvelles valeurs de à etde S ; 


on aura 
D sa 


E Ve D (ar b.20) 
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c'est-à-dire 


et nous en concluons 


» Je m'arrêterai à cette formule, et je remarquerai en preraier lieu 
que, en passant de S à 5’, le nombre b est remplacé par * Il en 
résulte que, ayant posé b— 2#b,, l’exposant Æ varie de l’une à 
l’autre d’une unité. Cela étant, la comparaison des valeurs de S et 
de S' nous donne l'égalité 


ir 
10-271) 
ee S 
2 
d’où résulte 
A 
He e 3 SE 0’ 
110 ù 


Psp de (b + ab) 


» Ceci posé, écrivons le facteur (— 1) * sous la forme e* , 


et employons l'expression de Ÿ’, à savoir : 


— To d+2ab d+abe)  — Tibd+2abd-+ab?e) 
De er : 


on aura ainsi 
\ b'+ab' 1 iT 
(— 1) ? — —=eS 


LL 





[a?—1+26(1+a)—3bd—2abd—ab?c] 


» Or, on vérifie facilement la congruence suivante : 
# 
(A) 20(1+a)—3bd— >abd — ab?c = — ab (mod 16), 


faisant, en eflet, passer tous les termes dans un même membre et 
divisant par b, qui est pair, elle peut s’écrire 


2(1—ad)+3(a— d) — abc=o (mod 8), 
puis, d’après la condition ad — bc —1, 
—2bc+3(a—d)—a(ad—1i)=0o (mod 8); 
mais, b et c étant pairs et a impair, on a 
20C=0, a? = 1 (mod 8); 
elle deviendra donc simplement 


4(a—d)=0o (mod 8), 
H, — IL. 2 
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ce qui a lieu, en effet, « et d étant impairs. Nous avons, en con- 


séquence, 





b'+ ab! 1 
ses di (au bi) 


» Nous obtenons ensuite, au moyen de l'expression qui a été 


notre point de départ, 
die) Lire) ; 
| Uo,1(20) 
la relation fondamentale 
Un) ÿ (£ + Fe) Ce ne LT 
a + bw , 

» On en ure les deux systèmes de formules concernant les fonc- 
tions o(w)et Y(w) pour tous les cas que présentent les entiers à, 
b, c, d, pris selon le module 2. Ces cas sont indiqués dans le 
Tableau suivant, que j'ai donné dans mon article Sur l’Équation 


du cinquième degré : 











4 . . 02 , . \ l 
» En premier lieu, je change, dans l'équation (1), w en — - et a, 
É [Q) 
b,c, d'en b, — a, d, — c; on trouve ainsi 


iT 
CEE du ) — (02 +ab—1) 


GTI d v(w)es 
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» Dans la même équation, je remplace ensuite & parw—1,@ etc 
para+betc+ d;:1l vient 


/ L c + du l RE te+ab= 1) 
CVE L( — |) - e : 


.a —+ CO) d(w) 





Passant à l'équation (IT), je change wen w+1,aetcena—bet 
c — d, ce qui donne 


ce + dw\ o(w) és 
V | A CT et, NCA 
(®. ) (2 Ep Lai $ k 


: I 
» Je continue en remplaçant, dans (V), w par — = et a, b, c, d 


par b, — a, d, — c, et j'obtiens 





CE dwr QE Ua 
os : JE a + RS o (uw k 


Pour avoir le système complet des formules cherchées, il ne 
me reste plus qu’à changer dans cette équation w en & —1,aet c 
en a+—bet c+d; on a amsi 








Cam) m_Ê(w) Te 
(EAN) (Te) A o(w) or 
en employant l'égalité 
\ iT 
#1 mr CAT) 
AO MTS 


» Voici maintenant les résultats réunis et mis en regard des six 
LA ’ LA ’ ge 4 
cas énumérés dans le Tableau précédent : 














CE dv — (42—ab—1) 
(EL) 2 ytues 
c+ do VMS AN 
— 1 8 
IT. (= ) — P(U)e : 
c + du d(w) —— ab 
Eu Me o(w) 
C + dw o(w) EUR 
! e 8 
AE (ie) = Lo) j 
V D é + Aie I QE +ab— 
j a + RU à L(w) ; 
C + du l PT, 1: 
3 
Le er le o(w)° : 
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» J'ai à y Joindre enfin les formules qui concernent la fonction 


(Tr). Je remplacerai à cet effet a, b, c, d par — c, = 4,010; on 


c + dw \ 
Piper 
a + mn 
Cd 
“ a + bw 
et aux divers cas 


CDS CID AUD) SNL ENS SVT) 


( 
\ 
change ainsi 


en 


se substituent ceux-ci 
MRONSIQRENONRE MARRON CAAURE 


» Nous avons ainsi ce second système de relations 

















c + dw — (d2+cd—1) 
M Hi oder) EL 8 
ù (ES) side ? 
c + do Rae 
. "+ 8 
Li Ho DUC ? 
II ne + ee UE: TT (d2—cd1) 
l \a+bw/  vo(w) L 
C + dw I ÎT (34+cd1) 
Æ 8 
Le (re) T Y(w)° É 
v. (ie _g(w) ca 
? Mae L(w) ; 
; c+dw\  Ÿ(w) Et 
ie tata) ceci | 


» J'observe enfin que les deux séries de formules établies, dans 
le cas où D est positif, subsistent dans tous les cas, comme on le 
voit en changeant à@, b, c, d'en — a, —b, — c, — d. 

» Ce sont bien les résultats que j'ai indiqués et dont je me re- 
proche d’avoir tant tardé à vous donner la démonstration que vous 
m'avez demandée (!). Mais cette démonstration, je dois le recon- 
naître, opere peraclo, ne me contente point : elle est longue, in- 








(*) Les formules précédentes n’ont pas toutes la même forme que les formules 
de la Note sur l’équation du cinquième degré (p. 9 de ce volume), mais elles se 
ramênent à celles-ci si l’on tient compte des congruences auxquelles satisfont les 
entiers &, b, ©, d. ÉYE: 
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directe surtout; elle repose en entier sur le hasard d’une formule 
de Jacobi, oubliée et comme perdue parmi tant de découvertes 
dues à son génie. Je vous l'envoie, mon cher ami, valeat quan- 
lum, en vous informant que je serai revenu dans quelques jours, 
et à votre disposition pour tout ce que vous aurez à me demander. 
Et nous causerons aussi d'autre chose que d'Analyse, nous argu- 
menterons, nous nous disputerons. De ma proximité de l'Espagne 
je rapporte des cigarettes d’Espagnoles; si vous ne venez pas en 
fumer avec votre collaborateur d'aujourd'hui, votre professeur 
d'autrefois, c’est que vous avez le cœur d’un tigre. 


» Totus tuus et toto corde. 
»y CH. HERMITE. » 


—> 090 —— — 





SUR LA RÉSOLUTION 


DE 


L'ÉQUATION DU QUATRIÈME DEGRÉ. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. XLVT, 1858 (T), p. 715. 





La théorie des formes cubiques à trois indéterminées conduit à 
plusieurs équations remarquables du quatrième degré qui jouent 
en particulier un rôle important dans la détermination des points 
d’inflexion des courbes du troisième ordre. L'étude de ces équa- 
uons m’ayant fait remarquer qu’elles offrent la plus étroite affinité 
avec celles qu’on rencontre dans la transformation du troisième 
ordre des fonctions elliptiques, il ne n'a pas paru inutile de m'’ar- 
rêter à ce rapprochement qui peut-être conduira à comparer de 
même les équations du neuvième degré dont dépendent les coor- 
données des points d’inflexion, avec celle qui se présente pour 
exprimer, par exemple, sin am = par sin am. Cette analogie, d’ail- 
leurs, m'a ouvert la voie pour représenter par les transcendantes 
elliptiques les racines de l'équation générale du quatrième degré, 
ce qui était le résultat auquel je désirais principalement parvenir. 
Avant d'exposer cette recherche qui se lice naturellement à celles 
que j'ai eu l'honneur de communiquer à l’Académie sur l’équa- 
on du cinquième degré, je rappellerai l’origine et j'indiquerai 
les propriétés principales de ces équations spéciales du quatrième 
degré, auxquelles conduit la théorie des formes cubiques à trois in- 
déterminées. 

Soient, en employant les mêmes désignations que M. Cayley (!), 








(') Je renverrai, pour les expressions de HU, PU, etc., au beau travail du sa- 
vant géomètre, publié dans les Z'ransactions de la Société Ro)ale, sous le titre : 
Third memoir upon Quantics, et je me bornerai à donner ici leurs formes cano- 
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U une forme cubique quelconque, HU, PU, QU le covariant et 
les deux formes adjointes du troisième degré par rapport aux in- 
déterminées, S et T les deux invariants de M. Aronhold, et S, une 
quantité définie par la condition 


SES? — T7, 
ces équations seront 


(1) f(æ)= rt 6S x 8Tr — 335$? — 0, 
(2) fitæ)=rt—6S,x—8Tzxr— 3S? —0, 
(3) F(r)=u2S rte ST — 682% — 6STz— T?—1$S? — 0, 


et voici leurs propriétés essentielles. Soient à une racine de la pre- 
mière et À une racine de la troisième, les deux fonctions 

OU + 6HU, GA PU + QU 
seront décomposables en facteurs linéaires. Désignons encore 


par 9, une racine de l’équation (2) qui a été déduite de l’équa- 
tion (1) en permutant S et S,, on aura 


en nommant «4 le déterminant de la substitution propre à ré- 
duire U à la forme canonique 


a+ V3 + 33 + Glryz. 


Ces quantités 5, 54, A auront d’ailleurs les relations suivantes : 





1 À S + TE S2 
de ch ASE Pre, 
4 Lie SL % 
a 210. Fs 24 S2 
op PANNE = TRS 
160) /1(0) 





niques qui sont : 


U=z ++ 5 + 6lxyz, 
HU = l(mi+ y + ss) — (1+28%) xyz, 


PU=— (a ++ 25) (148) æys, 
QU — (1i—10%) (+ yi+ 3) — 6/2(5+48) xys, 
SR RS ER 


T1 200 — 8456, 


Si =ir #00 
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Ceci posé, je comparerai d’abord à l'équation modulaire 


DH 9 U302 — QUO — Ur — 0 


les équations (1) et (2). On sait qu’en faisant # — o(w), on a, 
pour #, les quatre valeurs 


OR wo + 16 U) + 2.16 
——v(3w), D >)? ? pe mt PU 2 NE nu ver ; 
A d I 


or, en posant 


et 

Pau | 1 [71 

KE LANCEMENT RP RUE 
Vi— k?sin?o 0 Vi k?sin?e 


on obtiendra, pour les quatre racines à, les expressions suivantes : 


4 fo + 16 
(4) |: | VE D 
u) u) 92. 
ÿS 0. ; VS 1 + 2 désirs Tnt de mo 


Maintenant, si l’on change S en S,, afin d'arriver aux formules 
analogues pour les racines à, de l'équation (2), on sera conduit 
au module 


HE SE 
Tee 5 
or à la relation S3 + S°— T? correspondra, entre X et {, celle-ci : 
Fe Van 
ES 1e 


d’où résulte immédiatement cette conséquence que l’on passe 


A NS 4 I 
de à à à, en changeant simplement w en — —. 
x 2 0 


Mais il est une autre équation du quatrième degré que pré- 
sente également la transformation du troisième ordre des fonc- 
tons elliptiques, et à laquelle se ramènent d’une manière plus 
immédiate encore les équations (1) et (2). Je veux parler de la 
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relation entre le multiplicateur M et le module #, qui est, en fai- 


I } 
Ant RECU E 
sant + (a) 


3t— 623? — 8(1— 24?) 3 — 3 = 0. 


En comparant cette équation avec l’équation (1), introduisant 


le module 


et faisant usage de l’expression de M donnée par Jacob1i dans les 


(!) Jacobi a appelé le premier l’attention sur ces équations qui offrent un grand 
intérêt, en particulier pour cette théorie de la multiplication complexe, sur la- 
quelle M. Kronecker a récemment communiqué à l’Académie de Berlin des résul- 
tats aussi beaux qu’importants. Mais, jusqu'ici, on ne connaissait que l’équation 
donnée par Jacobi, ct qui se rapporte à la transformation du cinquième ordre. 
Celle que j'ai employée a été calculée par Le P. Joubert qui, suivant l’exemple 
donné par M. Sohnke pour les équations modulaires, s’est occupé avec succès de 
leur formation, et les a obtenues pour le cinquième, le septième et le onzième 
ordre, sous les formes suivantes : 

28 
: RAM "0, 


(MP CM — 5) + 


K°(M +1) (u = =)+ ec a) (M+ -) 


\ / Î 


(! 


11 
+ 3.984242 M6 + = RER k2) M = 0, 


LC MEta0) ie (1 — ae AOOMLEET RE (ur + n) 
912 | d 


RAR RE) (5 — tk) MU 


+ 3.28k2K(111 + 2942K2) MU 83.211, Z?K°2(Kk2— KL?) M° 
A2 OM POUR RO CRE 2) M -E33 28 24 7M6— 6. 
Un autre résultat très intéressant, obtenu aussi par le P. Joubert, consiste en 
ce que, si l’on nomme M, M’, M, etc. les racines de l’équation pour le cinquième 


ordre, la fonction suivante des racines analogue à celle qui m’a donné la résolu- 
tion de l’équation de M. Jerrard, savoir : 


DM MO) CM M) (MN Mr): 
satisfait à cette équation 


DR 5,8 RP) — 52,22 pt (à — KR?) W5. 


[M. Hermite donne ici la substitution qui peut ramener l'équation à la forme de 
Jerrard; mais, comme elle n’est pas exacte, nous ne la reproduisons pas.] E. P. 
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Fundamenta, on obtient, pour les quatre racines à, les valeurs 


suivantes : 
4 , SET 
sin? am — K sin? am , (K+cK') 
= 3 = JS 
aber. VS 
sin? cCoam : K sin? coam : (K + c:K") 
(5) 
sin? am + cK' sin? am + (K—:K") 
L 3 . 3 
VS eee , 
sin? coam 5 c K' sin? coam = (K — :K') 


À ces formules Je Joindrai celles qui représentent les racines A 
de l'équation (3), et où les fonctions elliptiques ont encore le 
même module, savoir : 


/ 
1 cos? am + K on RE RS 
1 = 3 & 3 
= VS —————— US ———— : 
Ÿ sin? am à K : sin? am 3 (K + K') 
(6) } ; 
[-- cos? am 5 :K' 1 + cos? JR LRU) 
U = 3 1 = 3 
; VS Tr code AE RÉ NT 
sin? am ; éK' à sin? am + (K—cK!) 
“ n] 


Voici donc, au point de vue où Je me suis placé dans mes re- 
cherches sur l’équation du cinquième degré, la résolution de ces 
équations spéciales du quatrième degré qui s'offrent dans la théorie 
des formes cubiques à trois variables. Ces résultats, ainsi que Je 
lai dit plus haut, ouvrent la voie pour traiter d’une manière ana- 
logue l'équation générale, et parvenir à exprimer séparément les 
racines par des fonctions bien déterminées. Mais, avant d’entrer 
dans cette recherche, qui exige des principes dont je parlerai dans 
un autre article, je ferai encore une remarque essentielle sur les 
formules précédentes. Elles dépendent du radical ÿS, et il im- 
porte de bien saisir de quelle manière elles subsistent dans leur 
ensemble lorsque l’on change le signe de ce radical. Considérons 
en particulier les formules (5); on reconnait d’abord qu’en met- 
tant — (/S au lieu de WS, le module se change dans son complé- 
ment. Or, on sait par la théorie de la transformation que le multi- 
plicateur M, lorsqu'on y remplace Æ par £', se change en — M. 
Nos formules restent donc les mêmes, parce que les deux facteurs 
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qui y entrent deviennent simultanément de signes opposés. Cha- 
cune des racines cependant ne reste pas la même lorsque l’on 


. : £ [ 
change ainsi le module dans son complément, ou w en ——,;, et le 
(4 


1) 


Tableau suivant, montrant de quelle manière elles s’échangent alors 
les unes dans les autres, fera bien complètement saisir toutes les 
conséquences de l’ambiguïté inhérente au radical que nous avons 
employé : 


2 2 4 Q Ge 4 °r7/ 
sin? am = K sin2Z am 3 :K 


SEE LE VS fai ot 500) 





Me ne (es 
sin? COan “ [NN sin? coam = cK 
d o) 
À Î 
sin? am 3 cK sin? am > K 
= - 3 
NS. et PRE LOUP DS 
sin? coam 2 cK! | sin? coam } K 
3 ; 3 
(a) suis 
: ‘Pe ie u | 2 Re Ne 
sin? am = (K +7:K) sin? am :, (K—:K") 
QS —— VS , ) 
sin? COam OR T KL sin? coam = (K —:K') 
ue) À 
Q 7 DT DE l ; 7, 
sin? am =(K—:K) sin? am ; (KR + 2K) 
PE e) = À 
vs SATe : 4 rd AN k | VE 19 4 _  K' 
sin? coam 3 (K—:K') sin? Coam 3 CK +iK) 


Les formules relatives aux racines A donnent lieu à des résul- 
tats entièrement semblables, et, quant aux formules (4), Je me 


bornerai à remarquer que, les deux modules 
» 


2 VS3 à T+ VS 
T — JS: 2 VS3 
étant réciproques, elles sont identiques au fond avec les for- 


à O). 





mules Lo et peuvent s'y ramener par la substitution de 


Je ne m’'arrêterai pas non plus aux relations qui existent entre les 
racines de chacune des équations 


JE t0: Hire 0, ECrIE"e 


et auxquelles conduisent aisément les expressions que nous avons 
données. Seulement j’observerai que ces équations, comme celles 
de la théorie des fonctions elliptiques que j'ai employées, n’ap- 
partiennent pas au Lype d’irrationnalités le plus complexe de 
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l'équation générale du quatrième degré. Effectivement, si l’on 
considère à leur égard l'équation en V de Galoiïs, dont le degré 
distingue et caractérise d’une manière si précise ce qu'on peut 
appeler les divers ordres d’irrationnalités, on la trouve seule- 
ment du douzième degré, tandis que dans le cas général elle est 
nécessairement du vingt-quatrième. Il existe donc pour ces équa- 
ons des fonctions non symétriques, exprimables rationnellement 
par les coefficients, et le type de ces fonctions est donné très sim- 
plement par le produit des cinq différences des racines. De là dé- 
coulent, pour la théorie des fonctions elliptiques, d'importantes 
conséquences, se résumant dans ce fait : que le produit de deux 
fonctions w(w) et Ÿ(w) est Le cube d’une nouvelle fonction 
également bien déterminée. Une formule depuis longtemps ob- 
tenue par Jacobi [Fundamenta, $ 36, équat. (4)] donnait déjà, il 
est vrai, la notion de cette nouvelle transcendante, mais sans con- 
duire à aucune de ses propriétés, que je vais indiquer succincte- 
ment en terminant cette Note. Et d’abord je la définirai par l’équa- 
tion 
Lo) = Va" Vati— ga +) (gr) + gt), 


en faisant touJ:urs g — ef, de sorte que, relativement à w, on 
obtienne une expression entièrement déterminée. Gela posé, on 
aura ces relations qui se démontrent immédiatement, savoir : 


4°(w) = p(w) (vw), 
iT 


L(o+n=e% Le, x(— à) =x(o). 


Voici maintenant celles qui se rapportent aux substütutions de 
+ dw 


C ; : L PCR 
——— , a, b, c, d étant des nombres entiers assujettis à 
a + bw 


la condition ad — be = 15, et qu'il importait surtout d'obtenir. Dis- 


la forme 


üinguant, ainsi que Je l'ai déjà fait dans une circonstance toute 
semblable, ces substitutions en six classes [voir ma Note sur l’équa- 
uon du cinquième degré (!'})|, et posant, pour abréger, 

2EMTT 


—— (ab+ac+bd—ab?c) 
Lio 3 
6 : 








(!') Page 8 de ce Volume. E. P: 
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on aura 




















D ER) -ao (a) 
(II) (ER) ent) (2e: ab ed 
(1) L | Pi ae) deu 
D es en)" 
GDS CCS 


5} G EE : : . 
Les symboles (2) : (5) indiquent, suivant l’usage, le caractère 


quadratique du dénominateur par rapport au nombre 2. 
J'espère pouvoir présenter dans une autre occasion les consé- 
quences de ces théorèmes pour l’Arithmétique. 











SUR QUELQUES THÉORÈMES D'ALGÈBRE 


ET LA 


RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION DU QUATRIÈME DEGRÉ. 





Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. XLVI,1858 (1), p. 961. 





On sait que toute équation f(x) — 0 peut être transformée en 
une autre du même degré en y par la substitution y —v(x), où vx 
désigne une fonction rationnelle. Ce procédé de transformation, 
qui est si fréquemment employé en Algèbre, va nous servir pour 
ramener l’équation générale du quatrième degré aux équations 
particukères qui ont été considérées dans un précédent article, et 
dont j'ai exprimé les racines au moyen des fonctions elliptiques. 
Mais, en raison de son importance, et notamment de son applica- 
tion à la résolution de l’équation du cinquième degré, ce mode de 
transformation m'a paru demander une étude nouvelle, et je com- 
mencerai d’abord par en donner les résultats. 


S'oit 
f(x)= axt+< br t+,..+ gr+ hx + k=o 


l'équation proposée; l’expression la plus générale de ox sera, 
comme on le sait, une fonction entière du degré n — 1, savoir : 


DT), = 1 + l0T + Ur? +...+ tn ami, 
Cela posé, en représentant la transformée en y par 
ie + pri Y'I + Day? ee + Da 10. 


l’un quelconque des coefficients, tel que p;, sera une fraction ayant 
pour dénominateura(#=1)é,et pournumérateur une fonction entière, 
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homogène, de degré £ par rapport à #, 46, L1, ..., tn», et de degré 
(n —1)é par rapport aux coefficients @a, b, ..., h, k. Ce degré si 
élevé rend en quelque sorte impraticable le calcul de l'équation 
en y; aussi ce qui a été obtenu de plus important par la considé- 
ration de cette transformée, en particulier le théorème de M. Jer- 
rard sur l'équation du cinquième degré, ne semble établi qu’à titre 
de possibilité, en raison de l’excessive complication des opérations 
nécessaires pour parvenir à un résultat effectif. Mais on peut sur- 
monter ces difficultés par la proposition suivante : 
Soit 
t—=aT +<OT, +...+ gTy 3 + AT,», 
bb = AT + OT, +...+ 8gT,_>, 


tes tapes nes, 


Une A" 


Cette substitution effectuée dans la fonction pi; la changera 
en une fonction P; du méme degré par rapport aux indéter- 
minées nouvelles T, T,,T,,..., T,_+, mais débarrassée de tout 
dénominateur, et du degré 1 seulement par rapport aux coef- 
HÉCIER ISSU RD ER UE De Dlus AP eserddtoisrole pan a, de sorte 
que —P; ne sera que du degré n—1 par rapport à ces coefji- 


cents. 


Cette proposition, très facile à établir, conduit à la véritable 
forme analyuque qu'ilest convenable de donner à la fonction (x); 
de sorte que désormais la formule de transformation sera ainsi re- 
présentée : 


D ET NT Gr NT ee aretloT 
+b | br + brnr-2 
#10 
+ 


et l'équation transformée par 
A Se P,y-t ie Lee ne 6 Dr 1 —= O, 


tous les coefficients étant des fonctions entières de ceux de f(x). 
Une autre conséquence résulte encore de lintroducuon des 
Variante PS On EE titédercomhiencdenttra vaux à 
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été l’objet la théorie des fonctions homogènes à deux indéterminées, 
et combien de notions analytiques importantes cette étude a don- 
nées à l’Algèbre. Par exemple, ces fonctions désignées sous le nom 
d’invariants, en raison même de la propriété qui leur sert de dé- 
finition, de se reproduire dans toutes les transformées par des 
substitutions linéaires, donnent les éléments qui caractérisent les 
propriétés essentielles des racines des équations algébriques, celles 
qui subsistent dans ces diverses transformées (1). D'autre part, la 
connaissance acquise de ces fonctions, et de celles qu’on nomme 
covariants, permet, dans beaucoup de circonstances, d’obtenir 
sans efforts le résultat de longs calculs qui, sans leur emploi im- 
médiat, n’eussent au fond servi qu'à les mettre en évidence, ou à 
faire ressortir dans une question spéciale l’une des propriétés dont 
on possède maintenant la signification la plus étendue. Mais tant 
de beaux résultats, dont la Science est surtout redevable aux tra- 
vaux des savants géomètres anglais MM. Cayley et Sylvester, 
semblent ne pouvoir être utilisés lorsqu'on sort de la comparaison 
des équations par des substitutions linéaires de la forme 


aX + $ 


. 0x —$ 
(1) HIDE SN D 


ou bien ; 
Xt— x 


pour considérer, comme nous le faisons 1c1, les substitutions les 
plus générales. Effectivement, aucune combinaison rationnelle des 
coefficients p1, Pa, ..., Pr ne fait apparaître les covariants de 
équation proposée; mais, comme nous allons voir, il arrive que 
ces quantités se manifestent, au contraire, immédiatement par l’in- 
troduction des variables L, 1; P,,--.,1;:-:. C'est ce qui résulte 


de la proposition suivanle : 


Soit 
F(X)=(yX +0) f ax + $ — AX2+ BXr-1. + HX + K —=0 
yX +0 = 4 . ” | == 


‘la transformée par la substitution (1) de l’équation proposée, 





(!) Par exemple, les conditions qui déterminent le nombre des racines réelles 
et imaginaires dans les équations à coefficients récls dépendent uniquement des 
invariants, sauf le cas du quatrième degré. J'ai donné ces conditions, indépen- 
damment du théorème de M. Sturm, pour les équations du cinquième degré, dans 
un Mémoire sur la téorie des fonctions homogènes à deux indéterminées. (Cam- 
bridge and Dublin mathematical Journal, année 1854.) 
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et représentons l'expression analogue à &(x), mais relative à 


celle équation, par 


P(X)— AT +AX | Co + AX2 | Gi+...+ AXUI | ©, » 
+ B + BX + BX2-2 
+ G 
+ NH 
on pourra immédiatement obtenir ®, en faisant dans ©, en 
i 


premier lieu : 


T,, — (ao — By)(a+ BG)r-2, 


T, —=(4x0 — By)(a + BG)r-3( +06), 
(2) Ps M D Le ARR al 
| PRE ECC}. 


To = (ad — BY) (y +0V)r-2, 


sous la condition qu'après les développements on remplace ©! 
par G&, de manière à parventr à des expressions linéaires en 
ONE (Cr 2 ChSCcCONdIllEU  CUIpOUr cagqunconcerne l\ la 
valeur à substituer se déduira de la relation 


naT +(n—1)bTo+(n—o) cTi+.. +<2gThs+ ATy 
= nAC+(n—1)BCGo+(n—2) CG +...+2GOC:-3 + HG, _). 


On remarquera la liaison qu'établit cette proposition entre les 
déuseroupesdindetérmineessDi14. 00015600 67, Cres. 
et le rôle entièrement séparé de l’indéterminée T. Ces relations (2), 
indépendantes des coefficients a, b, ..., g, h, représentent préci- 
sément ce que M. Sylvester a nommé une substitution congré- 
diente avec la substitution binaire 
(3) | æ—=ax +£6y", 
| (y=yæ+iy, 
et le sens qu'on doit attacher à cette expression se trouvera nette- 
ment fixé par cette proposition : 


Désignons respectivement par S et (S) les substitutions (3) 
et (2); st l’on obtient S en composant deux substitutions ana- 
logues S', S”, de sorte qu’on ait 

S — S' D 
H. — II. 3 
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la substitution (S) sera de même composée de deux autres, et, 
si l’on représente par (S') et (S”) les substitutions déduites de 
S'et S", d’après la même lot que (S) de S, on aura la relation 


(S)=(8')(8"). 


De là résulte que toute fonction des quantités P,, P,, ..., P;, 
indépendante de T, par exemple toutes les fonctions symétriques 
des différences des racines y, seront, par rapport à T;, T,,...,T,_», 
des covariants de la fonction homogène r"f(£) + T'elles seront en 


particulier les quantités 
(n—1)Pi—onPs, (n—1)(n—2)Pi—S3n(n—2)P,P; +3n2P;,etc. 


qui jouent le principal rôle dans les recherches que j'espère pou- 
voir bientôt communiquer à l’Académie sur la réduction de l’équa- 
uon du cinquième degré à la forme obtenue par M. Jerrard. Mais, 
en ce moment, c'est aux équations du quatrième degré que Je vais 
appliquer ces considérations, afin de les réduire à la forme 


(4) di — 68%? — 8Tx —3S?— 0, 


et par là d’en conclure les expressions de leurs racines au moyen 
des fonctions elliptiques. Je me fonderai à cet effet sur cette re- 
marque que, dans cette équation, comme celles de la théorie des 
fonctions elliptiques auxquelles elle a été comparée, savoir : 


pr+ouips—2up — ut —=0 


et 


linvariant quadratique est nul. Or toute équation du quatrième 


degré 
Axt+ Ba +6GCr? + 1Dx+E —=o, 


où l’on suppose cette quantité 
I = AE — 4 BD + 3C2 — 0, 


d È ’ I } 3 TB 
evient, en y remplaçant æ par ne 





gt — 6(B2+ AC) x? + 4{(A2D — 3ABC + 2B)x — 3(B2— AC)? —0; 
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ce qui est bien la forme de lPéquation (4). Etant donc proposée 
l'équation générale 


ax* + 4bx3 + 6cx? + {dx +e =, 
essayons de déterminer la subsütution 


Vo (tea le ar 


To +— ax? | T, + ax ie 
+ 40 





+ { br 


de manière que, dans la transformée que nous écrirons ainsi 


Fi as f à 2 + 6 P; y? Su Â P37y cie PE — O, 


l'invariant quadratique Or égal à zéro. On devra poser 


relation du quatrième degré par rapport à T5, T,,T,; mas, ce qui 
jusufie précisément le mode de réduction que nous avons en vue, 
c'est qu'elle se décompose en deux facteurs, de sorte qu’en posant 


t= aTi + 4cT? + e TS + 4 dT1iTe + 2C T0 To + 40 TT, 
Tl— ae — {bd +3 c?, 
J = ace + 2bcd — ad? — eb? — c3, 
" 
‘ ? e S | : = = | & (| | ne 
on aura l’une ou l’autre de ces équations du second degré seule- 


ment 
Fa 


Wie FE 2È 


> 


9 
ÿ—3 
\ 


It (6: — — Aer) WI) 0: 


— 9 








Vice 3) GTR TE) 0 


On pourra donc, et d’une infinité de manières, en s’adjoignant 
de simples racines carrées, déterminer une substitution qui ramène 
toute équation de quatrième degré à l'équation (4), dont les ra- 
cines ont été exprimées par les fonctions elliptiques. Et l’on remar- 
quera que { est bien un covariant de la forme 


f= ax + br y +Gcex?y? + 4 dry + eyt, 
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car celte quantité peut s’obtenir en remplaçant, dans l'expression 


SUN 


dx? 


d? f SURTE 
ls te à , 
dy? 








URI 


+ 2ên tn 
æ?, æy, y? d'une part, &?, Ën, n° de l’autre, respectivement par T,, 
Ti, T°; d’ailleurs [ et J sont les deux invariants et 15 — 259? le 
discriminant. 

Mas il est une autre équation que présente la théorie de la 
transformation du troisième ordre et à laquelle on pourrait, par 
ax + 


Le ramener également toute 
9 


une substitution de la forme y = - 
(LH 


équation du quatrième degré. Soit, en général, pour un ordre quel- 


conque /, 





U = VF#", VAN: 


en partant des expressions données dans les fundamenta pour x 
et W, et d’où l’on tire 
Ur sin COAM20.SIN con AU ETER Sense — 1) LS 
Aanio-Aam ui, 26, AUULVE ET) LD 

le P. Joubert a fait la remarque importante que les fonctions ra- 
uonnelles symétriques des diverses valeurs de V qui correspondent 
à toutes les déterminations de w, ne dépendent que du produit du 
module par son complément, de sorte qu'il existe entre V et U une 
équation de degré ? +1, analogue pour plusieurs propriétés essen- 
uelles (!) à l'équation modulaire entre # et w. Par exemple, pour 
Te 0,10, 1 Gelée Cal AU ECHO CSI R El ULÉEMONNS 
les relations 

Vi — à U5 V3 <oUV + Üt = 0, 

VS — 1GUS Vi +15 U2Vt + 15 Ut V2 + 4 UV + U6 = 0, 

VS — GA UT VT + 7.48 U6 V6 — —.096 U5 V5 + 7.94 Ui Vi 

— 7.48 U3 V$ + 7.12 U2V2— SUV + US — 0. 

C’est la première qui pourrait servir à l’objet que nous indiquons ; 
mais je me bornerai, en terminant cette Note, à montrer qu’elle 
donne un nouvel exemple de ce rapprochement que j'ai essayé de 





(:) Ces propriétés seront l’objet d'un prochain article. 
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faire ressortir, entre la théorie de la transformation pour le troi- 
sième ordre et celle des formes cubiques à trois indéterminées. 
Effectivement, le paramètre / qui figure dans la transformée cano- 
nique 


a + y8 + 33 + Glxyz 


dépend des invariants S et T, ou plutôt de S et 5, par l'équation 








Or il suffit, en introduisant une seule indéterminée, de poser 
{— 9 V pour la ramener à la relation entre V et U. De là résulte 


qu’en prenant pour module 


et posant, pour abréger, 
V4 


o—+(mkK+m'iK), 
J 


ol 
on à ces expressions des trois quantités à, A et /, savoir : 


Le 


terre tree Le . 
sin? am © S1 Sin coam © 





Ué sin? am 5 [+ cos? amo S Aamo 


= 


er 
I 
CN Re 


STRESS Nr 
sin? Coam o 


Dans ces formules » et mn! peuvent être pris égaux à deux nombres 
entiers quelconques, pourvu qu’on ne les suppose pas en même 


temps nuls ou divisibles par 3. % 





SUR 


LA THÉORIE DES ÉQUATIONS MODULAIRES. 





C. R., t. XEVIIT, 1850401), p-910-1079-1096; 
t. XLIX, 1859 (IT), p. 16-110-141. 


On connait toute l’importance dans la théorie des équations 
algébriques de cette fonction des coefficients à laquelle a été 
donné le nom de discriminant, et qui représente le produit symé- 
trique des carrés des différences des racines. Aussi les géomètres 
ont-ils recherché, surtout dans ces derniers temps, les méthodes 
les plus propres à en abréger le calcul. Mais, dans les applications 
à une équation donnée, ces méthodes générales sont le plus sou- 
vent impraticables en raison des opérations laborieuses qu'elles 
exigent. C'est cette difficulté qui m'a longtemps arrêté pour for- 
mer la réduite du onzième degré de l’équation modulaire du dou- 
zième, la fonction des racines que j'ai employée pour effectuer 
l’abaissement conduisant dans les trois cas du sixième, du hui- 
uème et du douzième degré à calculer le discriminant de ces équa- 
uons. J'ai donc essayé d'étudier en général le discriminant des 
équalions modulaires, en prenant pour point de départ les ex- 
pressions des racines sous forme transcendante, dans lespérance 
d'arriver à un calcu} qui pût être effectué au moins dans le cas 
que J'avais en vue. J'y suis effectivement parvenu, et J'ai vu en 
même temps cette recherche conduire, par une voie aussi simple 
que naturelle, à d'importantes notions arithmétiques et à des pro- 
positions qu'on ne trouvera pas, J'espère, sans intérêt, sur les 
sommes de nombres de classes de formes quadratiques, dont les 
déterminants suivent une certaine loi. M. Kronecker à déjà donné 
dans les Comptes rendus de l’Académie de Berlin (séance du 
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20 octobre 1853) les énoncés de plusieurs beaux théorèmes de 
cette nature; ceux que Je vais établir dans cette Note et qui, si je 
ne me trompe, tiennent à d’autres principes, contribueront, je 
pense, avec les propositions dues à cet illustre géomètre, à jeter 
un nouveau Jour sur une des plus importantes théories de PArith- 
métique, en la rattachant par de nouveaux liens à l’Algèbre et à 
l’Analyse transcendante. 


Soit ? un nombre premier et @(6, w) —o l'équation modu- 
lure de degré n7 +1; en faisant, pour abréger, e — : » on 
trouve très aisément que le produit des carrés des différences des 
racines #, prises deux à deux, et que je désignera par D, à la 


forme suivante : 
D = uti(r— u8)r( a+ aœu8+ aœulô+...+ ayu8"), 


le polynome a, + a;uS+ ... étant réciproque, c’est-à-dire que 
di ay-;i, et ne contenant n1 le’ facteur w, n1 le facteur 1 — uf; 
quant au nombre y, 1l a pour valeur 

n?— 1 


= = ED 6 À. 
ï se) 





) 

Cela posé, je vais en premier lieu établir que D est un carré par- 

fait. Je me fonderai pour cela sur la relation importante donnée 
| 


par Jacobi, entre le multuplicateur M, le module proposé et le 
module transformé, savoir : 


ll À(1— À?) dk 


PE ês tn iee 
i _ n k(i1—k2) dk 





En posant 


de de 
FR = 0(v, u), ere, _ 7 (», u). 


de sorte qu on ait, en vertu de l’équation modulaire. 


du Or, u) 


HAMRORS (oui 
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. . . . . CR 4 JT . 
cette relation, si l’on introduit & et 6 au lieu de f/Æet W}X, devien- 
dra 
1 s(1—P8)0(e, u) 


n'u(i—us)S{v,u) 


M2— — 





D'ailleurs, les valeurs correspondantes de 6 et de M sont, comme 
on sait, 


p — u*[sin coam2p sin coam 40 ...sin coam(r—1)p |, 


n—1 





“sin COam 20 Sin COaM4p...sinCcoam(72 — 2} 
2 


| 2 
M (= "1) : - 7 = 
; sin am29 SINam/Ap...sin amM(7z2 —1))2 


de sorte qu'en faisant 


K ct K' K + :K' CET) KEPTTI 
ODRETS 9 , .…., À 


: n ñ D n 








on obtiendra simultanément les x + 1 valeurs de M et les 7 1 
racines Pos Pis ++, Vs de l’équation modulaire. Or les équations 
entre M et # ont pour coefficients des fonctions entières de #, celui 
de la plus haute puissance de M étant l’unité, et le dernier la con- 


n—\ 
, pe (— 1) 2 21 sante 
stante numérique - ; de manière que le muluphcateur ne 
AA 








peut jamais devenir nul ou infini pour une valeur finie de Æ. Cette 
propriété importante, qui est due au P. Joubert, montre que les 
valeurs de # et &, qui sausfont à l'équation modulaire et à sa déri- 
vée Ü(6, u)— 0, annulent nécessairement aussi le dénominateur 
de M et, par suite, S{v, u), si l’on exclut les cas limites, & — 0, 

? Î 1 »l ? 1 ) 
un auxquelsicorrespondent/MGO NME ONE LEO PEN 
Cette restriction faite, on peut conclure que toutes les autres solu- 

On F I 

uons simultanées des équations @(e, u)—0, Î(e, uw) —o sont 
doubles; elles annulent, en eflet, la déterminante fonctionnelle 


de dÜ de dd, di 
Lo dE de Par 


dA 
do ? 


œ 


ns Ce) 


car, à cause de l’équation 0 — 0, cette déterminante contient le 
facteur Z(v, u). C’est dire que tous les facteurs du diseriminant, 
autres que & et 1— u$, y entrent au carré, d’où résulte que Île 
polynome a; + a;u$+ ..., qui ne contient pas ces facteurs et, 
par suite, le discriminant lui-même, est un carré parfait. À la 
vérilé pourrait-on demander en toute rigueur de démontrer qu'il 
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ne renferme pas de facteurs triples ou élevés à une puissance 1m- 
paire. Mais ce point sera lui-même complètement établi plus tard, 
à l’aide d’une remarque que je dois encore placer ici. Multiplions 
membre à membre les » +1 équations qu’on déduit de la rela- 
tion 

1 p(i—0v8)0(0, u) 


M?=—— RAR TR DR CT) 
n u(i—u8)S(v,u) 


en y remplaçant successivement 6 par toutes les racines de léqua- 
. : gp (l 
ton modulaire. Comme le produit des valeurs de M est # ci 


trouvera, en employant, pour abréger, le signe de multiplication I, 


1 I IHo(i—68) 16 (», u) 


RNA EI 1e us}iti IS(v, u) 





Mais on sait que 
IPOENE TEE: 


on en conclut (!) que 


H(r— 08) = (1—us)rri, 


etil vient par conséquent 


e 
[2 





LEO H6(e, uw). 


nm fi — 1 


Or, au signe près, H0(e, &) est le discriminant, et cette relation 
montre qu'on peul le considérer comme provenant de l’élimina- 


uon de ®, entre les équations 


# 
6 Éo u)— 0, VU = O0! 
4 è , s! ’ de 1 , . : 
la seconde étant la dérivée A Cela posé, faisons le changement 
as 


de # en w, et de &w en se; d’après une propriété fondamentale des 


, : F a ; | 
équations modulaires, @ ne changera pas, ns — 0 deviendra par 
(2 
Le de RTS 3 , 
conséquent + — 0, el le discriminant, lorsqu'on y aura mis sv au 


lieu de u, représentera le résultat de l'élimination de &w entre les 





, 1 de 
(1) Il suffit pour cela de poser w — »(w), puis de changer w en — ARE d’éle- 


ver les deux membres à la puissance huitième, les racines 6,, p,, .… étant ainsi 





8/ SSSR 
devenues : ÿr —#vi, ÿ1— v5, elc. 
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ét uations 
de 


0770 nd 
4 dv 
Mais, D ne contenant que des puissances paires de w, ce change- 
ment reviendra à écrire la lettre 6 au lieu de w, d’où cette consé- 
quence que l’ensemble des valeurs égales des racines 65, #1, ..., 
vr, ne diffère pas de la série des valeurs de & qui font acquérir à 


l'équation modulaire ces valeurs égales. 


Après avoir établi que le discriminant est un carré parfait, 
ce qui permet d'écrire désormais 


D = unr+1(j en u3)r+Ee(?(u), - 


si l’on pose 





O(u)= a+ au8+...+ asus, Ds D MN | : 


uous introduirons la transcendante dont J'ai donné ailleurs ri) la 
définiuon et les propriétés fondamentales, en faisant 


et c'est ainsi que nous parviendrons à représenter explicitement 
toutes les racines du polynome (4), en donnant pour chacune 
d'elles la valeur de w. Le caractère principal de ces valeurs con- 
siste en ce qu'elles sont l’une des racines toujours imaginaires, 
celle où le coefficient de £ (?) est positif, d'équations du second 
degré à coefficients entiers, et que nous désignerons de cette ma- 
nière : 


(a) Pu?+2Quw+R—o. 


Nous allons donner le moyen d'obtenir toutes ces équations en les 








(1) Comptes rendus, 1858, p. 5x1. 

(*) Peut être n'est-il pas inutile, pour éviter toute ambiguïté, de dire que la 
quantité z dont il est question est précisément celle qui figure dans l'expression 
analytique de 2(w) où elle à été introduite en posant g = eïr®. 
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déduisant de certaines classes de formes quadratiques de détermi- 
nant négatif, mais il est d’abord nécessaire, à l'égard de cette 
dépendance que nous établissons entre les équations et les classes, 
d'indiquer la proposition suivante : 

À toutes les classes qui ont même déterminant ou seulement à 
certains ordres correspondront toujours, sauf deux exceptions dont 
il sera question plus bas, soit deux groupes, soit six groupes de 
huit équations, telles, que dans un même groupe toutes les équa- 
Hons se déduisent de l’une d’elles, en y remplaçant w par 
w + 27, le nombre » étant pris suivant le module 8. De sorte 
que, si l’on veut avoir seulement les valeurs distinctes de &$(w), 
on ne conservera qu'une forme de chaque groupe, alors et sous 
cette condition correspondront à chaque classe deux ou six équa- 
uons (&). 


Désignons dans le premier cas par 


Puw?+2Qw+R—o 


l’une des équations, l'autre s’en déduira en ÿ remplaçant © par 


G) 








» et il en résultera deux valeurs o(w) et qui seront deux 


1 + 0 o(w) 
racines réciproques du polynome 4 (uw). 
Pour le second cas, on aura d’abord les deux équations dont 


nous venons de parler, et chacune d’elles en donnera en outre 
[| : 
deux autres, en v remplaçant GHNOrES et & — 1. Autrement dit, 
/ CY. 2 v) 
les six équations résulteront de l’une quelconque d’entre elles en 
nm . . # 
y faisant les substitutions 


@) I I I 
DL A 
I + & «) 1 —— ü) 








u), 


À ces six valeurs de w répondent six groupes de huit racines du 
polynome Ü(«), qu’on obtiendra par les relations 


I o8(w) PRO 


1—5(w) (&)—1 28(w) 


3 = ,08 (wi), 


cet 1— 8 (w), 
Quant aux cas d'exception à ces règles, ils concernent les classes 

dérivées de ces deux formes (1, 0, 1) et (2, 1, 2). On rencontre 

les premières lorsque, le nombre premier À étant = 1(mod 4), on 

peut faire 

n = a? + 4 b?. 
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Selon qu’elles présentent les caractères propres aux formes qui 
fournissent deux ou six équations, on n'en doit prendre qu'une 


seule, savoir : 
W?— QU) +2 — O0, 
d’où 
WU —I+ 6, ©8(wW)—=—1: 


ou bien les trois suivantes : 
WI — 0, 
W?— 20 +2 —O, 


2W2+ 20 I —=0 





9 \ 
d'où 
: I 
TEA pS(W)—= —; 
>) 
WT + 2, BW) = —1, 
-—— | 8 ( 
(== : CAGE 
1 ; ) 


Le premier cas a lieu lorsque D est impair ou impairement pair, 
el le second lorsque b est divisible par 4 dans léquation 


n = a+ 4 b?. 
Les classes dérivées de (2, 1, 2) s'offrent lorsque 
n = a?+ 3 b?, 
el toujours avec les caractères propres aux formes qui fournissent 
six équations. Mais on en doit prendre seulement deux, qui sont 
OO 10. WE ET — 0, 


et, quant aux valeurs de 2(w) qu’elles déterminent, elles dépendent 


de l'équation 
v16(&) — w8(w) + L = O. 


Ainsi le facteur u!— u8 +1 se présentera dans le polynome O(u) 
Pour = pro etc | 

Ces préliminaires établis, nous arrivons à la formation même 
des équations en w. À cet effet, nous considérerons deux séries 
de déterminants, les uns donnés par l'expression 


A—(80—3n)(n— 20), 


les autres par celle-ci : 
A'= 8d(n—80), 
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en attribuant à à toutes les valeurs en nombre évidemment fint 
qui les rendent positives, et nous aurons Îles propositions sui- 


vantes : 
Première série : À = (80 — 3n)(n —923). 


Pour A —=1(mod4), toutes les classes de déterminants — A 
peuvent êlre représentées par des formes (P, Q, R}), où Q est 
impair et R impairement pair. Ces formes fourniront deux équa- 
uons, dont le type sera précisément 


Pw?+20w+R—o. 


Pour A= — 1 (mod4), les seules classes de l’ordre impropre- 
ment primitif ou dérivées d'ordres improprement primitifs pour- 
ront être représentées de même; les autres seront exclues, et cha- 
cune des premières fournira deux ou six équations, suivant qu’on 
aura À = — 1 ou 3(mod8). 


Deuxième série : A'= 80(n — 85). 


Pour à impair, on exclut les classes où les trois coefficients sont 
divisibles par 2 ; toutes les autres fournissent chacune deux équa- 
tons. 

Si,0 est pair, on prend sans exceplion toutes les classes de 
déterminants — À”, et c'est alors seulement qu’on rencontre les 
eroupes de classes auxquelles correspondent six équations. Le 
premier de ces groupes se présente lorsque Ô—= —2n(mod8); il 
est composé de toutes les classes dont les coefficients sont divi- 
sibles par 4, et qui, ce facteur supprimé, constituent l’ordre 
improprement primitif, ainsi que les dérivés d'ordres impropre- 


! 


A : ; 
ee Le second est donné 





ment primitifs (!), de déterminant — 


par les valeurs de à qui sont multiples de 8, et il est composé de 
toutes les classes dont les coefficients sont divisibles par 8. L’une 
quelconque de ces classes, auxquelles correspondent six équa- 
tions, étant désignée par (P, Q,R), conduit immédiatement à 


(1) Cette réunion d’ordres qui se présente dans les deux séries de déterminants 
pourrait être appelée simplement le groupe improprement primitif; ce serait 
ainsi l’ensemble des classes (A, B, GC), où B est impair, À et C pairs, ces trois 
nombres pouvant avoir d’ailleurs un diviseur impair quelconque. 
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l'équation type 
Po?+2Quw +R —=o;: 


mais pour les autres, auxquelles correspondent deux équations, 


et qu'on peut représenter ainsi : 
EUA SD'e0n), 


o étant 1,2 ou 4, et À, B, C n'étant plus à la fois divisibles par 2, 
il sera toujours possible de déduire de (A, B, GC) une transfor- 
mée (P, Q,R) où P est impair, R pair, et l'équation en w sera 


encore 
Puo?+2Qu+R—=o. 


Une observation essentielle doit être enfin jointe aux proprié- 
tés précédentes : c’est que, dans la série des équations dont nous 
devons donner la formation, jamais on n’obtiendra deux fois la 
même, si l’on a égard à ce qui a été précédemment dit relative- 
ment aux classes dérivées des formes (1, o, 1) et (2, 1, 2). La con- 
sidération des formes réduites permet de le démontrer très aisé- 
ment, el 1] en résulte cette remarque qu'un nombre premier n’a 
qu’une seule représentation dans le groupe des formes de même 
déterminant où le cocfficrent moyen est nul. 


LCI 


Plusieurs des résultats précédemment établis s'étendent aux 
équations plus générales qui fournissent la relation entre les mo- 
dules pour toutes les transformations des fonctions elliptiques. 
Ceux que je vais indiquer, en considérant pour l’ordre de la trans- 
formation un nombre 7 impair sans diviseur carré, montreront, 
je pense, l'intérêt qui m'a attaché à ces recherches, auxquelles 
j'espère donner par la suite de nouveaux développements. Dans 
ce cas, l'équation rationnelle entre e — À CRT WA est d’un de- 
gré égal à la somme des diviseurs de n, et le premier point que 





J'ai dû établir consiste en ce que, si l’on pose u —vw(w), les ra- 
cines seront représentées ainsi : 


D) JU + 16m 
e= (so ), 
\ O \ 


x 
01 
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SS 


à et 0, étant deux diviseurs de x, de sorte que ñ — 00,, mt étant 
: ; e fo \ . É : : 
pris suivant le module 6, et (3) ayant la signification habituelle 
\ 0 È 
relative aux nombres composés. 
Considérant ensuite le produit des carrés des différences des 


racines, Jai trouvé qu’en le désignant toujours par D, on avait 
D = uN(i1— ua + aœui+ aœulô+...+ aus), 


où N, Net y sont des nombres entiers dont la détermination 
dépend des fonctions numériques suivantes, qui s'offrent pour la 
première fois en analyse. 

Soient à et 9’ deux diviseurs de n, tels que l’on ait 


CR PTE 


la première de ces fonctions sera la somme de toutes les quan- 
ütés 09’, et je la désignerai ainsi : 


/ 


O2 


= D 
Ne DOI 


Le seconde A, sera définie comme la précédente, mais en em- 
ployant seulement pour à et 9’ les diviseurs de n qui satisfont à la 


(= (0 


Cela étant, si 3 et X' représentent la somme et le nombre des 


condition 





diviseurs de 7», on aura s. 
N= nn — 3) +21, 
N'= n9T'— 9 + 24/, 
CC EN AN 








Ces quantités auxquelles conduit immédiatement le diseriminant 
de l’équation modulaire montrent donc le premier emploi des 
fonctions A,, AÀ,, qui, si on les prend complètes, c’est-à-dire en 
introduisant dans les sommes tous les diviseurs de x, seront de 
la nature des fonctions numériques qui ont été récemment l’objet 
de travaux importants de M. Liouville. Mais la limitation 00 <n 





(1) 6, 6 ne peuvent être pris égaux entre eux et égaux à l'unité. 
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leur imprime un caractère spécial qui rappelle dans la théorie des 
nombres la notion analytique de parties de fonctions. Telle est 
encore celte expression de la somme des diviseurs de 7, moindres 
que Va, dont M. Kronecker à montré le premier l’usage dans le 
beau travail que j'ai déjà cité. Et il semble jusqu'ici que ce soit 
dans l'évaluation des sommes de nombres de classes de formes 
quadratiques, dont les déterminants suivent certaines progressions 
du second ordre, que ces trois fonctions se trouvent appelées à 
jouer leur principal rôle; mais, à cet égard, J'aurai surtout pour 
but de faire ressorur, dans le cas où 7 est premier, la liaison qui 
existe entre le degré du discriminant et ces nombres de classes. 
Pour cela, 1l est nécessaire que je démontre, comme je l’ai déjà 
annoncé, que le discriminant ne contient pas de facteurs mul- 
uples autres que «w et 1 — u, dont le degré de multiplicité soit 


su périeur à deux. 


LV. 


Les valeurs de w par lesquelles les racines du discriminant, en 
éxcéplant 40,411, 0nt étéexprime es sou Tone 


u = q(w), 


présentent ce caractère que deux quantités &(w), &(w/) sont 
essentiellement différentes du moment que w et w' ne dépendent 
pas de la même équation; et il en résulte, en premier lieu, que les 
valeurs communes que prennent respectivement deux racines de 
l'équation modulaire pour #—%(w) et u —=o(w’) ne pourront 
non plus jamais être égales. Ce point établi, J’observe ensuite que 
le déterminant Q?— PR de l'équation 








Peo?+2Q0w+R—=o 
élant résidu quadratique de », la congruence 
Pr?+2Qxr+R=o (mod) 


admet, si P n’est pas multiple du module, deux solutions réelles 
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qu'il sera toujours possible de représenter par des nombres mul- 
uples déesrO: 





Cela étant, les deux racines de l’équation modulaire, qui de- 
viennent égales lorsqu'on fait & — o(w), seront 


W —p fo — un 
(A ROSES étN le ] ‘ 
S 2) à LINE 


£t dans le cas où l’on suppose P=0 (mod), la congruence 
n' admettant plus qu’une solution + = &, on aurait l'égalité 


(D — 1 2 , 
pie) —— ie NORME 
1 n Wu NE 
Mais on peut toujours faire en sorte d’exelure l’un des cas, de 
rester dans le premier, par exemple, en ürant l'équation en w 
d'unc forme quadratique (P, Q, R) où P ne soit pas divisible par n. 
Cela posé, léquation modulaire ne saurait présenter non plus, 





. Me e Ou Hé = 
quand on v fail 4 — w(w)., une troisième racine © (© \ égale 
Ï à? . ) 5 


: n 

aux précédentes; car u” devrait nécessairement vérilier, ainsi 
que met cie la congruence Px?+2Qx+R=o (mod), ce qui 
est impossible lorsqu'on suppose le module un nombre premier. 
Or, ayant démontré que les racines du discriminant ne différaient 
pas de l’ensemble des valeurs égales des racines 64, 0, ..., v,, de 
l'équation modulaire, nous concluons qu'il n'existe pas de fac- 
teurs triples dans le discriminant, précisément de ce que trois des 
quantités 9, F4 <.., ©» ne peuvent jamais coïncider pour aucune 
valeur finie de w. Ayant donc fait 


D — urr+1 (1 a VB ra O2(u), 


nous pouvons regarder comme inégales toutes Îles racines de 
l'équation (uw) —o; et c’est la proposition que nous voulions 
établir afin d'arriver à celle-ci : 


Pour tout nombre premier n, la somme des nombres d’équa- 
tions déduites des classes quadratiques de la première série 
de déterminants — A, et de la seconde série de détermi- 
nants — À, est égale au degré du polynome Wu). 

HÉSAIT k 
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Mais en considérant, pour plus de simplicité, les seules équa- 
tions qui fournissent des valeurs distinctes de 2*(w), nous pou- 


vons remplacer cel énoncé par le suivant : 


Soient 5, et 5, les nombres de classes de la première série 
auxquelles correspondent deux ou six équations, os, el 7, les 
quantités analogues dans la seconde série, on aura en tenant 
compte des classes dérivées de (1, 0, 1) et (2, 1, 2) la relation 


N?— I 1 —-E 








2(51+061)+6(c+ oi) = v—= : : 

Tel est donc le théorème, essentiellement limité jusqu'ici au 
cas où A est premier, que nous allons vérifier par un certain 
nombre d'exemples, en donnant pour chacun d’eux la série des 
équations en w, Ce qui va nous conduire en même temps à présen- 
ter des applications des diverses règles énoncées précédemment 


pour la formation de ces équations. 


Vi 


À cet effet, j’emploierai pour abréger la notation suivante : 
(A, B, C) étant une forme quelconque, je poserai 


(GE BAT ENANB NO, 
(A, —A+B,A—2B+C)=(A,B, Ch. 


Il deviendra possible ainsi de rattacher immédiatement les équa- 
uons aux formes réduites, par lesquelles 1l convient d'autant 
mieux de représenter les classes, qu’on obtiendra de la sorte les 
coefficients les plus simples et les valeurs de w pour lesquelles les 
séries elliptiques présentent la plus grande convergence. Effecti- 
vement, si l’on se borne aux équations qui fournissent des valeurs 
distinctes de &f(w), ou même à la seule équation type (voyez 
Comptes rendus, p. 946 et SI du présent Mémoire ), elle sera tou- 
jours l’une de celles-ci : 


CAD CODE, CAMBEE T0, CASPBAG EE 0 
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les indéterminées x et y étant remplacées par w et 1, et (A, B, C) 
étant une forme réduite. Je conviendra enfin de les désigner seu- 
lement par leurs premiers membres et de représenter respective- 
ment par X et Ÿ’, pour la première et la seconde série de détermi- 
nants, les sommes de nombres d'équations donnant des valeurs 
distinctes pour 2%(w), de sorte que la relation que nous nous 
proposons de vérifier sera 


2 c 
D a el n+E 
md nd — —— 


l 








Cela posé, voici, en commençant par les cas les plus simples, les 
résultats que l’on obtient : 


V2 
à 


It — 


Le nombre y se réduit à zéro, (uw) est une constante, et le dis- 
criminant de l’équation modulaire w'— vi aup(i— u?6?)—o, 
ainsi que le donne facilement le calcul direct, est 


D = ut(1 — u8)?. 


=), V = TI. 


La première série de déterminants fournit la seule valeur À = 1, 
d’où la classe (1, 0, 1), qui par exception donne au lieu de deux 
équations une seule, (1, 0, 1):. La seconde série de déterminants 
n'existe pas, et l’on obtient simplement 


O(u)=1+us, D = uô(i— u8)*(1 + 8}. 


1 —= 7, 


La première série existe seule et donne A = 5, d’où les deux 
classes (1, 0, 3), (2,1, 2). Mais on ne doit employer que la classe 
improprement primitive, qui, par exception encore, au lieu de six 
équations, n'en donne que deux, dont le type est (2, 1, 2). La va- 
leur D est 

D = uS(i— us )8(1 — ui + u16)2, 
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Bee NE Dre 0. 


La première série donne A — 5, et la classe improprement pri- 
mitive (2, 1, 4). d'où l'équation type (2; 1,4): Onadonc2=»; 
Dans la deuxième série A = 24, et l’on obtient les quatre équations 
LYPES : 

(1400, NS A0 es RS) ET 


désOrle QueD 0 200 10; 
On verra dans un prochain arucle comment on parvient ensuite 
DL EX DTESS LION 
D = ul2(i— u8)10(16 —31u8+ 1615)? 
X (1— 3o1 96ou8 + 3 550 492u16— 2 178 232 u°?2* — 1 092 026 u#? 


— 2 178 232 u*0+ 5 550 492 u*8 — 301 960 u56 + ut 2, 
Pour les valeurs plus grandes de n, je résumerai les résultats 


dans le Tableau suivant : 


(!) Le calcul fait par M. Bourget nous a amenés à modifier quelques-uns des 
coefficients numériques donnés par Hermite. AS 
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n PREMIÈRE SÉRIE. DEUXIÈME SERIE. V 
13 Dr 15 
(2, 1,2) 
= 9 A'= lo 
(1, 0,9): (2, 1, 9), (1,0, 40) (5,0, 8) (4,2,11), 
(3,0, 5); (7: 33 7} 
PES Sie 
17 Ar Ab ra 97 
(1, 0, 19), (2, 7, 7): (1,0, 72) (3, 0, 24) (8, 0, 9) (4, 2, 19); 
(93 9, 9): (8 411) 
ATS A0 
(2, 1, 8), (4, 1, 4), (1, 0,16) (2, 0, 8) (4, 2, 5); 
(4, 0, 4): 
DE Me ST 
19 AVES) At 88 36 
RAR PET A A D OS NES 0 TN NL (0, 1 TO), 
APS A'= 48 
Mob) (on). (0 16) (on 2) 0:10):(470, 12) 
(2:7,11), (5,2, 5), (6, 0, 8) (7, 1; 7)a (4. 2, 18), (8, 4, 8) 
D 0 22 
23 A0 04 
CORTE) 
A0 AY=1r12 
HN 0 5 (011) (1, 04122) (2,70, 50) (4,6, 28)>(8: 0,14), 
CORTE NO e) (OO 2 O0 CTE 011) (024510) 
AT A 120 
Cara) CE) (TRO 120) (31000) (9 0221 80e) 
CRT FD) (420 0 Da LT GS 
Mine | + SE 0 
2) AS A=n20 91 
(07022) (2,7, 03) (1/0, 120) (890:%0)(5,10,:24) (8,0; 19); 
(5, 0,5), (xt,1,11), (4 2, 32) 
(8,4, 13), (12, 6,18), 
AVES À = 208 
C0 (69:10) (05208) (2#0 101} (4,0,52)}4(8 "0, 26) 
A 5 (TS A0I0) 


(1, 0,45), (3, 0, 19), (5, 0,9" (1,1, 29), (17, 1, 29); (7, 3; 31) 
(2,1, 23), (7 2, 7) (6, 3, 0) (Ge 5,81)10103953)(8%4,28) 
(16, 8,17), (14, 4, 16) (14, — 4, 16) 
A=; À = 168 
(ETAT (0/08) (80,21) 10%0,60) (70,24) 
(13, ï, 13); (4, 2, 43), 
(8, 4, 23), (12, 6,15) 


SÉ—100 
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Qt 
= 


VL. 


Une conséquence importante des résultats précédemment expo- 
sés consiste en ce que toutes les valeurs de #f— e$(w) qui font 
acquérir des racines doubles à l'équation modulaire, représentent 
également des modules de fonctions elliptiques pour lesquelles a 
lieu la muluplication complexe. Nous avons vu en effet que la 
quantité w dépendait de la relation 


Aw?+92Bw + C—o, 


(A, B, C) étant une forme quadratique de déterminant négatif, ce 
qui est précisément le caractère essentiel de ces modules. Je vais 
donc présenter à l'égard des équations algébriques qui servent à 
les déterminer les remarques auxquelles j'ai été naturellement 
amené par les recherches précédentes, et qui serviront de com- 
plément aux théorèmes fondamentaux déjà donnés sur ce sujet par 
M. Kronecker. 

Voici d’abord un choix particulier dont je conviendrai pour les 
formes destinées à représenter les diverses classes quadratiques qui 
appartiennent au même déterminant. En désignant ces formes par 
(A, B, C) et faisant À — AC — B?, je supposerai, ce qui est tou- 
jours possible, que C soit pair et À impair, de sorte que dans le 
groupe proprement primitif (1) on aura, suivant que 


I : 
A=1(mod#), B et - C impairs; 
‘ 2 
Dre 
A=9(mod4), B pair et 3 C impair; 
A=—1(mod4), B impair et GC multiple de 4. 
En second lieu, et pour ce qui concerne le groupe impropre- 
ment primitif, 1l ne sera posé aucune condition lorsque A = 5 
(mod 8); mais, dans le cas de A = — 1 (mod 8), nous prendrons C 


impairement pair. Les formes ainsi choisies, et que nous garde- 
rons désormais pour représenter les classes, jouissent de cette pro- 





(!) Comptes rendus, p. 947 et $ I du présent Mémoire. 
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priété de conserver les mêmes caractères dans toutes leurs trans- 
formées par des substitutions au déterminant un, æ =4X +£RY, 


hs 


délermine &w en faisant 





YX + 6 Y, où $ est pair, à et Ô impairs. Cela posé, si l’on 


Aw?+2Bw +C—=o, 


(A, B, C) représentant successivement toutes les classes du groupe 
proprement primitif et de même déterminant — A, les diverses 





quantités æ — v%(w) seront racines d’une équation qui sera réci- 
proque, dont le degré sera double du nombre des classes et dont 
les coefficients seront entiers, en supposant celui de la puissance 
la plus élevée de x égal à l’unité. 

En second lieu, et à l’égard du groupe improprement primitif, 
on obtüendra comme précédemment une équation réciproque dont 
le degré sera encore le double du nombre des classes, mais avec 
une puissance de 2 pour coefficient du premier terme lorsque 
A= — 1 (mod 8). Enfin, si l’on suppose A = 3 (mod 8), le degré 
sera six fois le nombre des classes, et tous les coefficients entiers, 
celui du premier terme étant lunité. 

Voici maintenant la méthode par laquelle on peut obtenir ces 
équations dans tous les cas. 


VIL. 


Convenons, pour mettre en évidence le déterminant des formes 
quadratiques dont elles dépendent principalement, de les désigner 
par 

EPCRAY— 0 lorsque A = 1(mod4), 


PAST) T0 lorsque A=92(modi), 


le groupe proprement primiuf existant seul pour ces deux déter- 
minants. Dans les cas suivants, ce sont les équations qui répondent 
aux formes du groupe improprement primitif qu'il convient de 
considérer, et nous les désignerons par 


sr (æete;0o lorsque A = 3(mod8), 
f(x. NO E10 lorsque A=—1(mod8). 


Cela posé, soit O(6, &) = 0 l'équation modulaire pour la transfor- 
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malion « ui se rapporte à un nombre impair n quelconque. En Jo1- 
gnant à cette équation celles-ci : 


pi—1 











L° ui= =" ; LP, 
pti 
, : Ct— 1 
2° U= — ————— , JENEN TN 
pti 
3° 8 8 
PRES DEN PE AE 
REA 
1— + 
14 =» UT, 
210? 


on en déduira quatre équations en x, dont les premiers membres 
présenteront cette propriété remarquable d’être le produit de fac- 
teurs qui seront respectivement de la forme : 


pe FAUX AI AN —1, 27 — 9,27 — 92), ..., 
sf FERA 272 2 —4, 277 — 16, ..., 
2 c A avant les valeurs x 

11 iles A) AN—1,4n—9, An —99,..., 
AE To (TA) à 8n—1,8n—9, 8n — 925, .... 


IL en résulte que les polynomes F,(x, A), F,(x, A), #,(æ, A), 
% (+, À) s'obtiennent en déterminant le plus grand commun divi- 
seur entre Îles premiers membres de deux des équations que nous 
venons de considérer, et répondant à deux valeurs de #2, qui seront 
successivement : 


A + 5° Arr pre 





15 ——, ———, pet p étant impairs; 
L 

> > 

; Ato? A+p'? 4 

2 Te cr Er nen) CIC LISMECANntpairs, 
4 1 

, À + 0° A+ p"? De ù : 

30 n — DT p et p' étant impairs; 

: A+p?  A+p't ue , 

À ONU se 0 / CUOMCLANLAIMDAITS: 
5 8 


Voici ensuite comment, sans changer leur degré, on déduira des 

r . — / A . 
deux équations #,(x, A) — 0, 3:(x, À) — 0, qui se rapportent au 
groupe improprement primitif, celles qui correspondent au groupe 
proprement primitif. Dans les deux cas on calculera d’abord la 
’ , [ ] : . 
transformée de degré sous-double en 3: = - (x Lo =) » puis on 
| AR Ty 
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/ 


Se De 


= ) » CE qui ramènera au degré primitif (!). 





y remplacera 3 par (£ — 

Enfin, pour passer des équations relatives au déterminant — A à 
celles qui concernent le déterminant — 4A, on fera dans l’équa- 
Uon qui appartient au groupe proprement primitif de formes de 
déterminant — A la substitution 





Et, si l’on représente les classes de déterminant — 4A, dont les 
Î ) 

trois termes ne sont pas pairs en même temps, par des formes 
(A, B, C), où C soit pair, À impair, en posant 


Aw?+ 2Bw + C—=o, 


les quantités o$(w) seront précisément les racines de l'équation 
en y. Elle est d’ailleurs évidemment d’un degré double de l’équa- 
uon en 7, de même que le nombre des classes de déterminant 
— ÀA, dont il vient d’être question, est double du nombre des 
classes de déterminant — A. L'application plusieurs fois répétée 
de ce procédé suffirait à donner les équations qui se rapportent 
aux déterminants multiples d’une puissance de 4. Mais ici 1l con- 
vient de distinguer ceux qui sont le quadruple d’un nombre 
impair de ceux qui sont multiples de 8. C’est aux premiers que 
s'applique spécialement la méthode qui vient d’être indiquée; et 
dorénavant les équations qui leur correspondent seront désignées 
par F5 (7, AŸ==0 En représentant par F,(x, A) — a celles qui 
concernent les déterminants multiples de 8, on a en effet cette 
proposition que le premier membre de l’équation en + qui résulte 
du système 





) HET 


analogue à ceux qui ont été considérés tout à l'heure, est Le pro- 
duit de facteurs de la forme F;(x, A), À prenant la suite des 
valeurs 4(7n — 1), 4(n —9), 4(n — 25), etc. Je n’insiste pas en ce 
moment sur les conséquences à déduire de là, non plus que sur 








(:) Ce calcul présente, à l'égard de l'équation ,(æ, A) — 0, la circonstance 
remarquable que le coefficient de la puissance la plus élevée de +, qui était une 
puissance de 2, devient dans l'équation transformée égal à l'unité. 
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beaucoup de questions importantes pour la théorie des formes 
quadratiques auxquelles conduisent les résultats précédents (!}, et 
Je me bornerai à remarquer, que des propositions énoncées sur les 
réunions d'ordres nommées groupes proprement et impropre- 
ment primitifs, on conclut immédiatement les suivantes : 


Ayant représenté le système des classes de l’ordre propre- 
ment primitif pour un déterminant quelconque par des formes 
(A, B, C), où GC est pair, À impair, les quantités o8(w), er 
définissant w par les relations Aw?+ 2Bw + C= 0, sont ra- 
cines d’une équation réciproque à coefficients entiers dont le 
degré est précisément double du nombre des classes. 

Et de même, st l’on représente les classes de l’ordre impro- 
prement primitif de déterminant A=—1 (mod 8) par des 
formes (À, B, C), où Cest impatrement pair, on obtiendra une 
équation réciproque dont le degré sera encore double du 
nombre des classes. 

Mais pour l’ordre improprement primitif de déterminant 
= 9 (mod 8), le degré est six fois le nombre des classes. 

On peut enfin supvoser égal à l'unité le coefficient du pre- 
mier terme dans ces équations, sauf pour celles qui répondent 
à l’ordre improprement primitif, où il est une puissance de 2 
lorsque A= — 1 (mod 8). 


VALLE 


La principale propriété du polynome #,(x, A) consiste en ce 
qu'il se décompose en facteurs du sixième degré de cette forme 


remarquable 
(a?— m+i) + a(x?— x), 


(æ?— x +1} 





de sorte que la substitution y — ramène lPéquation 


(a?— x}? 
Ki 


1(2%, A) — 0 à un degré précisément égal au nombre des classes 
improprement primitives de déterminant — A. Cela résulte de ce 
qu'on peut réunir les racines en groupes, où elles sont représentées 


(!) En particulier pour les sommations analogues à celles qui ont été données 
pour la première fois par M. Kronecker. 
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c + du 


——— ), a, b, c, d'étant des nombres entiers 
a + bw 


par l'expression of ( 
\ 


2 
Ne 


quelconques, tels que ad— bc—1. Or, en faisant of(w) — 
celte expression représente les six valeurs distinctes 











me) 


1 
RES [— p, 
9 


Ï 
et telles seront les racines de l’équation 
(a?— x +1P+a(x?— x) = 0, 


car on vérifie immédiatement qu'elle reste la même quand on y 
il s : . 
remplace æ par 12, et dès lors par les substitutions compo- 


T LA 


y ÿ) 
TE] “A 








+ D'ailleurs, 5 étant seul 





sées de celles-là, savoir 


arbitraire, cette équation, qui contient une indéterminée 2, aura 
bien la forme analytique la plus générale. Elle se présente au reste 
d'elle-même, en recherchant dans les cas les plus simples le poly- 
nome #,(æ, A). Partons, par exemple, des équations modulaires 
pour a = 3 et nr — à, auxquelles on doit joindre, d’après ce qui a 
été dit : 

ll 


U=r= — 
1 — 6 





Parmi les diverses formes dont elles sont suscepubles, je choi- 
sirai celles que Jacobi obtient en faisant g —1—24?, [= 1— 2}, 
SAVOIT : 

(g —1}=6G4(i— g?)(i — 23 + ql), 


(g—1ÿ5= 9256(1— g?)(1— L2)[16g1(9— gl)? + 9(45 — gl)(q — 11]. 


in effet, ces quantités s’obtiennent immédiatement en x, et en 
substituant les valeurs 

LUI 

D pes À 





= 2%, = , 


9 4 
d’où 
T— LT +I 
qq —l=2 ————, 
1— T 


la première équation donne 
Er g'+1) (a? — x +1) + 27(x2 — x)?] = 0, 
et la seconde 


[Ca — æ +Hi)+ 217(2— mr} ][(2?— x ti) Hat. 33(2?— x] — 0. 
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Le facteur commun aux deux cas répond à A —11,et les autres 
aux déterminants — 3, +19. Pour A —25, on trouverait 


(a?—m +1) + 2753.3(2x2— x) = 0. 


En général, lorsque l’ordre improprement primitif de détermi- 
A+HI 





nant — À sera formé de la seule classe (>, 15 }» 4 sera un 


nombre entier qu'on pourra calculer en exprimant que l'équation 
est vérifiée pour 
æ = (w), 
ou d'après la condition 
A SET 17 À 
22H 20) + —— = 0, em AS 
D) 2) 
Soit donc 4 — ei, on trouvera, en employant l'expression de 
Jacobi, 





DE 1)é qui 


En UE CE 


27 
cette valeur où n'entre que Ge : 


) Le 


> 


RS A PA RES C7 in PO RO A on 


23 & = — TE 5 = : 5 29 
q? HOT QE CTI CN 
el, par suite, en remarquant que g? = — e-TvA, 
es ere AC 
eTYA 


Or, depuis A — 10, les termes de la série, à partir du troisième, 
n'influent plus sur la partie entière, de sorte qu’on a exactement, 


en désignant par «a le nombre entier immédiatement supérieur 
à erwvA, 


D'ailleurs ces termes négligés décroissent avec une grande rapidité 
lorsque À augmente; il en résulte que la transcendante numé- 
rique ervA approche alors extrêmement d’un nombre entier. Soit, 
par exemple, A— 43, qui donne une seule classe improprement 
primitive, on trouve 


RE MO0 mire rt ee 
er Vk3 — 881 7306 743,999 777 9..., 


THÉORIE DES ÉQUATIONS MODULAIRES. Gr 


et a2—210,3%.53, Les déterminants — 67 ét "10s<0ont dans lé 
même cas, de sorte que, dans la quantité e%V'63, la partie décimale 
commencerait par une suite de douze chiffres égaux à 9. 


IX. 


L'étude des foncuons F,(x, A) et F,(x, A), qui se présentent 
avec les mêmes propriétés, conduit à des résultats analogues à 
ceux que nous venons d'indiquer relativement à #,(x, A), tandis 
que (x, A), qui correspond à l’ordre improprement primitif des 
classes de déterminant — A, dans le cas de A=—1(mod8), 
semble devoir rester entièrement en dehors de cette analogie. Ré- 
servant pour un autre moment l'étude de cette fonction, je me 
bornerai maintenant aux résultats qui concernent les deux pre- 
mières, et dont voici la principale propriété : 

S1 l’on excepte les cas de A — 1, À — 2, l’ensemble de leurs ra- 
cines peut être décomposé en groupes, qui chacun en comprennent 
quatre que l’on peut représenter AIS LE 


"0 2 Fa) 2 
, 1 — ) de ce) 
s ASE 2 9, crea . 
+ Vo P ny 6 
Il s'ensuit qu'elles sont décomposables en facteurs du quatrième 
degré de cette forme 
(x Hi} +ax(x — 1}, 
et qu'on peut ramener les deux équations 


Eitr, AE 10: F,(zx, No 


à un degré quatre fois moindre, moitié par conséquent du nombre 
des classes de déterminant — A, par la substitution 


DR AL 
æ(æx —1)? 


Les considérations arithmétiques qui conduisent à ce résultat 
montrent en même temps que le nombre des classes de détermi- 
nant — À est toujours pair lorsque À = 1 où = 2 (mod 4), sauf les 
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excepüons ci-dessus mentionnées de A=1, A=2. S'il se réduit 
à deux, à sera un nombre entier, qu’on pourra calculer comme il 


SUITE 


no = I (mod 4). 


Les deux classes sont alors représentées par les formes réduites 





(1, 0, À), (2, T, 


et la première donne l'équation 
(OL) T0, 
d'où 
O = 1 + VA. 
Il suffit donc d'exprimer que 
(æ+i1)} +<axr(xæ —1} =0 
a lieu pour 


HE RAA 


ce qui donne, en faisant g = eiT®, 


: 1 ë = 
164 = — (: 104 + 49729 +9626g2-+.. % 
7 
et par suite comme, d’après la valeur de w, 9 = — eva, 
45972 96 256 








164 — ervA —1of +— 


! 
—— 


ervA ervA 


Or depuis À = 9, on peut se borner aux deux premiers termes de 
cette suite, et, si l’on désigne par «a le nombre entier immédiate- 
ment supérieur à er VA, on aura exactement 


4 — 104 
16 


(e A 


Les déterminants, qui ne donnent ainsi que deux classes dans 
l’ordre primitif et auxquels on pourra appliquer cette formule, 
sont 


— 5, —9, —13, —25, —37, etc. 


0 


Par la méthode algébrique indiquée dans un précédent article 
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(voyez Comptes rendus, t. XLVIIL, p. 1093 et $ VIT du présent 
Mémoire), on obtient les résultats suivants que emploi de la for- 


mule pourra servir à vérifier, savoir : 


(x +i)t + ox TE D 0 A =; 

(æ Dre 3.28m, (1) = 0 At==tt): 

{ ! Cd 0 4e D — a 

(DEN) EST 982 (rx 1) = 0 À 19, 

(+1) H9.3*.27w(x —1} = 0 A2) 
20 A= 9 (mod 4). 


Les deux classes, qu'on suppose seules exister, sont représentées 
par les formes 


LPS 
Ci510, me (o, 0, = A); 
V ) 


’ 


à la première correspond la valeur 


w = VA, 
d’où 
q=e"va, 


et, tout à fait comme précédemment, on est conduit à expression 





À e a 
HO A GE Ver 


En désignant encore par a le nombre entier immédiatement su- 


périeur à efvA, on aura la formule 


d +104 
Ce te) 
10 
qui sera applicable à partir de À — 10. 
Les déterminants qui ne fournissent que deux classes dans l’ordre 
primitif seront 


— 6, —10, —18, —%%, —58, elc.; 


si on les joint aux précédents, ainsi qu'à ceux dont il à déjà été 
question à propos du polynome ÿ,(x, A), on aura autant de cas 
dans lesquels la quantité er VA approche d'autant plus d’un nombre 
entier que A sera plus grand; ainsi, par exemple, dans la quantité 
ef V58 la partie décimale commence par neuf chiffres égaux à 9. 
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Voici les équations auxquelles on parvient, comme on va le voir, 
par la méthode algébrique générale, savoir : 


æ'—60T+I—=0 A 
(æ + ir) — 35?,2t.x (æ— 5)? =0 A 6, 
(æ+i)} — 52.92?2.x (æ—1) =o A'UT0: 
(Th) ee 2 Ter) ee 0 SD à 
(LT) = MST OT T)2— 0 A 120 


On remarquera que le coefficient numérique — x est toujours 
un carré divisible par À, sauf le cas du déterminant — 18, le seul 
qui, n'étant pas le double d’un nombre premier, ne renferme ce- 
pendant que deux classes dans l’ordre primitif. Mais, lorsqu'on a 
A= 1 (mod4), c'est la quantité à& + 16 qui contient A en facteur 
lorsqu'il est un nombre premier, et le quotient LES se présente 
toujours comme égal à un carré. La même circonstance se re- 


marque dans les équations 
TPE ET IEEE EE ere 


à l'égard de la quantité 42 + 25 (1), qui est également le produit 
de A par un carré, lorsque A est un nombre premier. 


x 


Le calcul des polynomes F,(x, A) et F,(x, A) repose, comme il 
a été dit, sur la formation de l'équation qui résulte du système 


p+ — 1 
OPA) =10; ri 





p+ Et 


ou 





OH ru) = 0, Le — 


(1) L'identité 


9 


4[(x?—zm+i} +a(a— rc) |= (22m — 5x —5x+2) +(4a+27)(x— x) 


en montre l’origine et donne en même temps une résolution facile des équations 
F,(x, A) — 0, lorsqu’elles sont du 6° degré. 


, 
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en faisant u8 — x (!). Les quantités À, qui répondent dans les deux 
cas aux valeurs de » pour lesquelles on possède l'équation modu- 
laire, sont indiquées dans ce Tableau : 


n. A—=1 (mode) A2 tmod/n, 

3 5 0 

5 10 CRTC 

7 0719 10 Et 

11 121 CR L0 02 

13 RE 20 FO M2 120 

17 CRT TES K' TO AU 

19 1027000 DR No 

On y remarque que 7 — 11 conduit à trois déterminants 

—= 2 (mod 4), auxquels correspondent seulement deux classes 
dans l’ordre primitif, le déterminant — 18 fournissant en outre une 


classe dérivée de (1, 0,2). Ce cas donnera donc les polynomes 
Her) pour les Waleurs A =%)0; 18,22 %et nous le Choisirons 
comme exemple de la marche qu’on peut suivre dans ce genre de 
calcul. 

J'observe à cet effet qu'en disposant dans un ordre convenable 
les termes de l'équation donnée par M. Sohnke, on peut l'écrire 


pl2 — ul2 + fus p6(ot— ut) +HiGsutot(ot — ut) 
+ AAutp2(ot — ut) + 3201911 — 90 u3p3(08 + u3) + 88 u9v9 


+ 1320707 — 132 u5 05 — 88 u5 p5 + a2u0 (68 + u8) — 3auÿ — 0, 
ou bien, en mettant en évidence le facteur vi — u', 


(ot— ut) (08 + us + 44 u$v$ E 166 ut ot + 44 u2v2) 
DUO 7) US POP UE SUP 192 U161 


— 13auÿ p5 — 88 u3 603 +osuv(v8 + u8) — 3auv = 0. 











(1) Le système 
OC HN T, D = 


. donne aussi une équation en æ dont le premier membre est le produit de facteurs 
qui sont tous de la forme F,(x, A) ou F,(æ, A). Le premier cas a lieu lorsque le 
. nombre n, qui désigne l’ordre de la transformation à laquelle se rapporte l’équa- 
tion modulaire, est = 1 (mod), et alors 


PRE 0 
o étant impair. Sin =—1(mod 4), ce sont les facteurs F,(æ, A) qui se présentent, 
* A étant encore 7 — p?, mais p devant être supposé pair. 


H. — IT. 


O1 
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Or en faisant ue — #, la relation 
p+— 1] 
UVW= TL 
DUT 
ou 


LUPEERUEESETTE 0e 


donne 
Pr ut— I — wi, 


DB— US —I1— 44 + 8, 


pt — ut — vi — Gt + 8: 


de sorte qu’on peut immédiatement déduire de l'équation modu- 


lire une relation contenant seulement æ, savoir : 


Vi 6% 8 (8 — 44 6 + 1624 + 44 m1) 


+ 104 (10 HR 1 r 8 + 29 m6 — 92 mt — 11 w?— 1) = 0. 


Or, en faisant disparaître le radical on parvient à une équation 


réciproque en #?, ce qui conduit à poser 


et l’on trouve ainsi 


(32— 8)(3? + 443 + 160)? — 100(3 —2)(3? +123 +32)? —=0 
ou 
z(z +4) (3 — 20)(232+ 192) = 0. 


Maintenant nous observerons qu'en faisant 48 = x, on a 


Ho rute I æ +1)? 
ph — si Vr et qu = — 3 — ICT 


VE 20) Peer; 





(æ +1} 
Œiæ —1}? 
trant essentiellement dans la composition des équations que nous 
voulons obtenir, se présente 1c1 d'elle-même, et, puisque 


Ainsi l'expression dont 1l a été déjà parlé comme en- 


2 


ES 


[ 
DE — —92—3 
æ# 


la quantité a sera liée à : par cette relation très simple 
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li en résulte que l’équation en x est le produit des facteurs sui- 
vanis : 
(x +1) —2%x(x —1}, LCæ + 4 — 32.2tx(x —1}°], 
CGT 5692tz (x —a) |? 
ER 


le dernier, qui répond à la valeur la plus élevée de A, étant le seul 
qui n'entre pas au Carré, Car 
(gt Hi) —2tr(r — 1} = (22 — 6x +1). 


Et, comme ils sont écrits en suivant l’ordre des valeurs croissantes 
de la quantité &, ils correspondent respectivement à A=2,6,18,22, 
puisque, abstraction faite du signe, à augmente avec A d’après la 
relation 


10% = — Cerva + 104 +.. Ni 


ni Le 


Le polynome #,(x, A), dans le cas le plus simple où l’on a 
A=— 5, s'obtient immédiatement par les équations fondamentales 


Re Ur —#, 





en supposant e = &, et supprimant dans le résultat le facteur x. 
On trouve amsi l'équation 


162-917 10 — 0: 


Pour les valeurs suivantes de A, le calcul devient plus difficile, et 
c'est en recourant à des méthodes particulières que le P. Joubert, 
dans un travail important sur le discriminant des équations en 


/ 


U—=VAK et V= Vin 





2 


a réussi à obtenir ces polynomes pour A = 15, 23, 31. Je me bor- 
nerai à donner l’idée de ces procédés et des méthodes variées qu'on 
peut suivre dans ces recherches en considérant le cas de À — 15. 
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Alors on a, dans l’ordre improprement primitif, deux formes 


conduisant aux équations types 
(2 1 8000, Ur 1 #4) 210) 
et, si l’on fail pour un instant 


(45, 190 ou 2W?+V0+2—=0 et £ = 92(w) 42(w), 


on trouvera très aisément l’équalion en en remarquant qu'on 
) [ 


peut écrire 


d’où 
3) 2 
| 204 = À — — —— aa s] 
DD DEEE) y ( 2) (o (2) 


»E 
et, par suite, en élevant à la puissance quatrième, 


lc CORNE EUR) 
2W(w)  1+vt(w) 


Comme on a d’ailleurs 


[ot(o)+d(w)P=r+oae, 
on trouvera 
VERT 
ce qui donne 


Le facteur du second degré convient seul, et l’on en ure l’équa- 
uon en #, en remarquant qu on doit supposer 


08 (« 
æ = V8(w +1) — RATER 
; O8(w) —1 

i 
de sorte qu'on aura 
T 
—t— MEET LR 
Cririt)? 
el, par suite, | 
28(x— 1) +2k.47x(x — 1} + x? = 0. 


Cette équation, conformément à ce qu’on a dit en général, a 
pour coefficient de x* une puissance de 2, et la forme particulière 
sous laquelle elle se présente permettra d’en déduire très facile- 
ment la transformée, qui correspond. à l’ordre proprement pri- 
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mitif (‘), savoir : 
(æ— 1) + 28.49% (x — 1) + 21672 — 0, 


et de vérifier ainsi que dans cette transformée le coefficient de la 


puissance de x redevient égal à l’umité. 


XII. 


Nous possédons maintenant tous les éléments qui figurent dans 
le discriminant de léquation modulaire du 12° degré, qui sont les 
facteurs relatifs à l’ordre improprement primitif de déterminant 
— 5, et à l’ordre primitif de déterminant — 24. Le premier, comme 
on vient de le trouver, est 16%? — 31x +106. Le second doit être 
tiré de l'équation 


qui correspond au déterminant — 6, en y remplaçant x par 


PPS 


4aVx 


—— 





‘ 


W 


et faisant disparaître Vx par l’élévation au carré. On trouve ainsi 
l'expression 


æ8 — 301 960717 + 3 550 49276 — 2 178 232%5 — I 092 026 r* 


— 2178 23223 + 3 550,492%? — 301 9607 + 1 —0; 


ce qui conduit au résultat déjà donné, et qu'il eût été bien diffi- 
cile, comme on voit, de tirer algébriquement de l'équation modu- 
laire. Il ne me reste plus, pour terminer cette partie de mes re- 
cherches, qu’à indiquer un moyen de le vérifier, ce qui sera l’objet 
d’un prochain article. 


XII. 


En désignant par D le produit des carrés des différences des 
racines de l’équation modulaire 8 (+, uw) — o de degré n + 1, lors- 








(1) Voyez Comptes rendus, t. XLVIIT, p. 1098 et $ VII du présent Mémoire. 
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qu’on suppose x un nombre premier, faisons, pour un instant, 


JR US 
. AD 
(= = 1) 2 Hi 


Cette expression sera non seulement rationnelle et entière en w, 
puisque D est un carré parfait, mais les coefficients des diverses 
puissances de w seront eux-mêmes d2s nombres entiers. Or, en 
remplaçant ces puissances par leurs expressions sous forme de 
séries infinies en fonction de q = eiT®, on parvient à un résultat 
dont la valeur, par rapport au module premier », s'obtient comme 
il suit. 
Faisons 
+g2)(i+gh)(i+ gs)... 


ANCTAG MER TON SR TOLEE eZ, ‘ y DATE NY di 6] 
IE ra eee g+2q 3q 1 (7 6q Se 


et, par conséquent, 


LION V2Vaf(a), 


on aura cette congruence 
n?—1 EE n—1 n°—1 

D=2 E (V2 4) (fa) 289 f GA L/ (g)— (2) PSE (gr | mod, 
dans laquelle le coefficient de la puissance la moins élevée de q a 
été conservé sans addition n1 suppression de muluples de », ce 
qui permet de déterminer le facteur numérique qui doit être Joint 
aux divers polynomes en w, que maintenant nous connaissons dans 
les cas de n —3, 5,7, 11, afin d'obtenir précisément la valeur 
de (. Ce facteur, comme on voit, est toujours une puissance de 2; 


ainsi, dans le cas de » — 11, on aura 
D = 2Uui(1— us )5(16 — 3ru8+i16ut6)(1— 3or g6ous +...). 


On pourrail aussi présenter le second membre de la congruence 
précédente sous cette autre forme 
EN] 


8 do = à 
(= À) à et) — (5) e(w) |; 


mais c’est la première qu’il convient d'employer pour vérifier, 











m 
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comme nous l'avons annoncé, le discriminant de l'équation modu- 


laire du douzième degré. Je remarque à cet effet que le polynome 
1 — 301 9bo us + 3 556 4g2 ul +., 
se réduit suivant le module 11 à cette expression simple 


1H US — 24 — nu? — u#0 + us + n6* 
et qu'on trouvera par suite 


D=uS(i+Su8—Sut—Su + ut0+,.,.,) (mod 1i). 


Maintenant, si l’on met à la place des diverses puissances de « 


leurs développements en fonctions de 4, il viendra 
D=(p2Vg) (— og +4q +38 + qi +3 +...) 


Or. c’est précisément le résultat auquel conduit la coneruence., en 

5 P Le] ) 

faisant les développements indic ués, d'où résulte la vérification 
PI , 


que nous désirions obtenir. 


ARE 


C’est à ce point que je me suis arrêté jusqu'ici dans l’étude des 
équations modulaires, et il ne me reste plus, en considérant en 
parüculier celles du sixième, du huitième et du douzième degré, 
qu'à donner la méthode que j'ai suivie pour en déduire des réduites 
d’un degré moindre d’une unité. Galois, ainsi que je lai déjà dit 
au commencement de ces recherches, a le premier découvert le 
fait si remarquable de cette réduction, au double point de vue de 
la théorie des fonctions elliptiques et de l’Algèbre, et voici, dans 
ses idées, le théorème qui sert de principe fondamental. 

Remarquons préalablement que les racines de l'équation modu- 


laure sont représentées par 
o = u”[sin coam2p sin coam/4o... sin coam(n —1)2], 


en faisant 
NEN CIN K 


LS ? 


/è 
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où » et nm sont deux nombres entiers qu'on peut muluplier par 
un même facteur sans changer la valeur de +. Il en résulte que c’est 


: mm RER es ; : 
uniquement le rapport Fr EI définit chaque racine, et, comme les 


deux termes sont pris suivant le module n, il reçoit d’une part la 
valeur & pour m = o, et de l’autre la série des nr nombres entiers 
0,1,2,..., n —1. On est donc conduit naturellement, pour re- 
présenter les racines de l'équation modulaire, à la notation F4, 


! 
QE m ; 
Â désignant a et devant représenter les 7 +1 valeurs ©, O0, 1, 
7 


2, ..., A —1. Gela posé, voici la proposition de Galois : 


Toute fonction rationnelle non symétrique des racines vx 
qui ne change pas en remplaçant les divers indices K par 
ak + b 
ck + d 
dule n et le déterminant ad — cb n'étant pas =0 (!), sera 
eæprimable en fonction rationnelle de u (?). 


» a, b, c, d'étant des nombres entiers pris suivant le mo- 


J'ajouterai la remarque que ce théorème subsiste en particulari- 
ak + b 
Ck LA 
quadratique de », pourvu qu’on s’adjoigne le radical 


sant la substitution , de manière que ad — bc soit résidu 


Vi 7 


Tel est, par exemple, le produit des différences des racines 
(ve; — vx), qui change de signe ou se reproduit exactement, 


ak + b 
CRE dà ad — 


sidu quadratique de x, et qui s'exprime, comme on l’a vu au pa- 


lorsqu’en remplacant Æ par bc est non résidu ou ré- 


ragraphe XIIT, par une fonction rationnelle de w à coeflicients en- 
uers, mais affectée du facteur 


Ven 


En effet, nommant F et F’ les deux valeurs que peut prendre une 


(1) M. Serret a fait des substitutions de cette forme l’objet de ses recherches 
dans plusieurs articles publiés dans les Comptes rendus, t. XLVITI, séances des 
10, 17, et 24 janvier 1850. 

(*) Une démonstration de ce théorème important a été donnée par le P. Jou- 
bert dans un travail que j'ai déjà cité (Comptes rendus, t. XLVI, p. 718). 
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fonction rationnelle des racines invariable par les substitutions où 

7e : 2 DIS 
ad — bc est résidu, les deux expressions F + F?, NS reste- 
Æ ai S Je! 
ront invariables pour la totalité des substitutions, et s’exprime- 
ront rationnellement en &, d’après la proposition de Galois; il en 
résulte que F et F’ s’exprimeront elles-mêmes sous la forme an- 
noncée. 

Ce point essentiel établi, la question de l’abaissement des équa- 
tons modulaires à un degré moindre d’une unité dépend d’une 
; : ; : ak + b 
étude plus approfondie des substitutions RATE 

Cl ENT 
traces seulement subsistent dans ce qui nous à été conservé des 
travaux de Galois. C’est en suivant la voie qu'elles indiquent que 


M. Betu a retrouvé l’importante proposition relative aux équations 


, et dont quelques 


du sixième, du huitième et du douzième degré, et l'extrait suivant 
d’une Lettre que m'a fait l'honneur de m'adresser ce savant géo- 
mètre montrera comment de cette manière se présentent les résul- 
tats auxquels de mon côté je parvenais par une méthode toute 
différente : 


«Pise, 21 mars 1890. 


» Dans un Mémoire Sopra l’abassamento dell’ equaztont mo- 
dulart, publié en 1853 dans les Annalt di Tortolini, J'ai fait 
l’étude des substitutions 


(1) cer 

ck + d 
pour démontrer la possibilité de l’abaissement des équations mo- 
dulaires, et j'ai obtenu les résultats que vous me communiquez 
dans votre Lettre. 

» Voici pour le module premier n —4p +3 les expressions 
que J'ai trouvées alors pour la décomposition en n groupes du 
groupe dont toutes les substitutions sont données par la forme (1) 
où ad — bc est résidu de n. 

» Sig est une racine primitive de 7, jouissant de cette pro- 
priété que, g — 1 étant résidu de n, les puissances impaires 7 —2 
de g vérifient la congruence 


[etat s(g+næ+ilegtæt-(g+nr+i]=0  (mod.n) 


D 
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(ce qui n'arrive que pour #7 =, 11), on aura, si l’on fait 








79 
Me sarl H— 720 4 g? Ô+1 
\— 020 S o2 0+1 = r2 Ô ‘ 
O(k)= 84 k— gra 2 : EF Loir? £ k, Je 2 
h/ (n+I)(n —1) LATE 
un groupe [#, 0(4)] de ——— substitutions de la forme (1) 


telles, qu'en faisant sur ce groupe les substitutions (#, # +) on 
obtient » groupes, dont l’ensemble est Le groupe proposé. 

DOÔOrSIN— Ton adeuxiracines PHIMtiIVes 29 TS ON 
est résidu des et les deux puissances impaires de 5 inférieures à 5, 
c'est-à-dire 9, 5? vérifient la congruence 


(222?+92%+HI1)({X2?+T+I1)=0O (mod 5). 


» Donc, lorsque »7 =, on a deux systèmes de valeurs pour 
O(k), à savoir : 











ST ==" ne: 
RS T Dany ak, NL 
CHIDPe AU = el 
À fF00b k== nr 
E) Je — Ë 5) f) (te ? 
AL, Fm, Pernegr A CSA Les 


en prenant g — 5, a et b désignant des résidus de 5. 
» S1A—II, On a quatre racines primitives : 2,6,5,8;2 —1rest 
résidu de 11 et les puissances de 2, impaires et inférieures à 9, vé- 
rifient la congruence 
(4a—6r+1)(4x2—3x +1)=0o (mod ri). 


De même, 6 — r est résidu de 11 et les puissances de 6 impaires et 
inférieures à Q vérifient la congruence 


(3x?+2r+1)(32?+4x+I1)=0 (mod 11). 


» Or, si l’on prend g — 2, a et b résidus de 11, on aura 





A —ob D ._ _—4a 
0(k)= a JET 27 ES RENTE ak, Æ 2) 

et, si l'on prend #—6, 
Ke 0 7 RE D TT 


GUINEA _— — £ 2 
CORRE 7 Er A NN 
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» Les racines primitives 7 et 8 ne jouissent pas de la propriété 
de rendre g — 1 résidu de 11, et la congruence lorsqu'on y fait 


:—-, 8 n’est pas satusfaite par les puissances de "= et 8 impaires 
JU Ï Ï / E 


5 
et inférieures à 9. 

» Les substitutions 0(Æ), 3(Æ) jouissent de la propriété d’être à 
lettres conjointes, c'est-à-dire qu’en divisant les lettres en sys- 
tèmes de deux lettres chacune de la manière suivante : 


) 2 Ÿ 3 ) 4 5 ) 24 0 2% 
Po) Po Vos, Prrpos .…....s CALE 


toute substitution 0(kÆ), S(k), ou échange entre elles les lettres 
d'un système, ou change un système dans un autre. 

» Dans le cas de ñn = 5 j'avais obtenu des résultats semblables 
aux précédents et formé un groupe de douze permutations en con- 
sidérant les trois substitutions 
I À +1 


J 


k° JON 





? 


O(Æ)=4k, 


et celles qu'on en déduit en les composant entre elles.... » 


XV. 


C’est sous un point de vue bien différent que je vais maintenant 
traiter les mêmes questions. Ainsi, laissant de côté toute considéra- 
uon relative aux décompositions de groupes, je définis, « prior, 
pour ñ —5,7, 11, les racines z des équations réduites du cin- 


quième, du septième et du onzième degré, de cette manière, savoir : 


n— 5 ne SN TE) 


ù 


Il 


tn 


i (pe 
N= 7, 3j —=(Vo —V%)(Pigs — sys) (Pois — Vagr) (Drys — Vert), 
È (UE 


— 5) (Pris — Pari) (Pyri — Pari) (Pari — Péri) 


(A!) 


HUIT 


(po Psi) (Psp — Piper); 


les indices £ devant être pris respectivement suivant le module n. 
De la sorte on obtient trois systèmes de À» fonetions rationnelles 
des racines #, et je vérifie que les quantités qu’ils comprennent ne 
font que s’échanger entre elles lorsqu'on fait respectivement ces 
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substitutions 


Il — 


NI 
RS 
= 
US 
© “ 
STAGES 
Der 7 
s 


ILen résulte, par des compositions successives, que ces systèmes 


. . . . 0 \ < 
demeurent invariables pour les substitutions ( } où «a est un 


\ Pak 
résidu quadratique quelconque de ». Maintenant il est visible qu'ils 
* À : É y (2 

ne changent pas non plus lorsqu'on fait la substitution fe * et 
; k+1 

si l’on vérifie encore qu'il en est de même à l'égard de celle-ci 
0x ; ; ; ke 3 

: .) on arrivera à cette conclusion qu'ils demeurent inva- 

2 
riables pour toutes les subsututions où l’on met, au lieu de #, 


. ad — be étant résidu de n. En effet, cette expression, dans 
toute sa généralité, s'obtient en composant entre elles celles que 
nous venons de considérer. Le théorème du paragraphe XIV suffit 
donc pour nous assurer que les équations réduites en 3 auront pour 


coefficients des fonctions rationnelles de &w, où ne figureront d'ir- 





rationnelles, suivant les cas, que les radicaux GQ 7, V— 11. 

Si l’on cherche maintenant les substitutions spéciales (ee ) 
qui laisseront invariable une seule des racines considérée isolé- 
ment, 3, par exemple, on trouvera aisément ces résultats, où «& 
et b désignent des résidus quadratiques de n, savoir : 





z UN enr: k + bd ste 
CRM ON EC nc 
ÉTÉ (À k+ ob k + b 
D — 7 0(k)= ak, Dr œ ere ; RAT 
= = 95 b k£ — b 
n =]II 0(KA)= ak, Dre a PURE , « Pa 


Ce sont les expressions auxquelles M. Betu est arrivé par une autre 


. PE arr n?— 1 3 s s ; 
voie, et qui forment en général —— substitutions conjuguées, 


MCE 
de sorte que toutes les quantités 


er ad — bc est résidu qua- 
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dratique de », peuvent être ainsi représentées : 
O(Æ+z), 


£ étant un nombre entier pris suivant le module n. 

Enfin, si l’on désigne par 39 {ù Ce que devient 3;lorsqu’on effectue 
sur les racines © les substitutions que nous avons considérées, on 
trouvera, pour 7 —5, 


v(i)=ai+b— (ai +b} +, 


DOUTE 


p(i)=ai+b=—(ai+b}—o(ai+b}+e, 


CNT DE EN 





pii)=ai+b= (ai+b} +3(ait+b) +o, 


bd et € étant des nombres entiers quelconques pris suivant le mo- 
dule 7, et & étant résidu quadratique, ce qui représente en général 


n(n?—1) , : ue 
En substitutions distinctes. 


Les équations du septième et du onzième degré présentant cette 
propriété que les fonctions non symétriques de leurs racines inva- 
riables par les substitutions ainsi définies ont une valeur ration- 
nelle, constituent un ordre spécial d’irrationalité qui les distingue 
nettement des équations les plus générales de ces degrés. Ce sont, 
suivant lexpression de M. Kronecker, des équations douées d’af- 
Jections, et qu'il sera sans doute possible de ramener analytique- 
ment à celles dont la théorie des fonctions analytiques à donné la 
première notion. Mais, laissant de côté les belles et difficiles ques- 
tions auxquelles conduit ce sujet, et que M. Kronecker a le pre- 
mier abordées, je me bornerai à faire voir que ne représente 
bien, en attribuant à la fonction ©£ toutes les ab un système 
de substitutions conjuguées. Posons en effet, pour un instant, 


A(E) = — 5 — 2 1?, 


de sorte qu onait, pour", 





o(i)=ai+b=y(ai+b)+c; 
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on vérifie sans peine que 
Ayt) = y (421) | 
XIXCOIE= € » mod 7, 
n Fax (L) DE le ave? (i+ 5) + const. | 
a étant supposé résidu de 7. Et faisant de même, pour r = 11, 


Li) = à +3, 


on aura 


_ 


AL) = y (av) 


LUI » mod 11, 


x 


ï : 2 
LT T) CON 1 407 (i+ a) + const. | 


a étant résidu de 11. 
Aïnsi les fonctions (ai+b), comme les expressions plus 
simples ai + b, se reproduisent par la composition. De là résulte, 


pour les nombres premiers n = 5, 11, l'existence de fonctions de 


703 

DNS NETe ) TE LE. (LES 

n lettres ayant + ns c'est-à-dire 30 et 60480 valeurs. Toutes 
“ ST AA ME 





deux ont été rencontrées par M. Kronecker, qui a le premier pu- 
blié (Comptes rendus des séances de l’Académie de Berlin, 
22 avril 1858) le cas des fonctions de sept lettres, et fait à l'égard 
de la représentation analytique des substitutions ici employée (") 
une observation pleine de justesse, montrant de quelle manière 
deux expressions algébriquement différentes peuvent cependant 
ne représenter que la même substitution, et par là réduisant à un 
seul et même type deux systèmes que j'avais d’abord considérés 
comme distincts. (Voyez les Annali di Matematica, année 1559, 


ét EUIC PAL ECTEN TN OC) 





(1) Les expressions dans le cas des substitutions de cinq lettres, savoir : 


Z ©," Sp 1113 
L? ai+b? (aitb) -+c? 


ont été données avant moi par M. Betli dans le tome II des Annales de Tortolini, 


p. 17. Pour le cas de sept lettres, voyez les Annali di Matematica, année 1859, 
nel 
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AAA 


Le calcul des équalions réduites en z pour les trois valeurs de n 


que nous avons à considérer repose sur deux remarques : que l’on 
#1 (72 + 1) 
2 


peut y remplacer d’une part w par eu et 3 pare ? z,e étant une 
: —.. ; 7 I 
racine huitième de l'unité; et de l’autre, & par 7 ets par 


n?—1 n+1 
D PROS Ce 
8 à 


HR 


La première, jointe à cette observation que le développement des 
racines en fonctions de g commence par 
IDE 


nr 
| V2 5) 


\ 





prouve que les coefficients sont des polynomes en «8 contenant en 
facteur une certaine puissance de &w; ainsi ces équations sont com- 
posées de termes de cette forme 


3 ua (a + bus + cul +... huspr), 


et l’exposant 4, se détermine en prenant la valeur positive de 
n(n +I \ . - AE ne : 
) ee (mod 8), qui est immédiatement supérieure à la quan- 


IDE 


Lilé y . La seconde remarque montre que les polynomes 





D UE CUIR 


sont réciproques, mais à cet égard en distinguant des deux autres 
DEN Vis 


le cas de n —11,à cause du facteur (— RER alors égal à 
— 1. De là résulte en effet que les polynomes facteurs des puis- 
sances paires de z ont leurs coefficients équidistants des extrêmes 
égaux et de signes contraires, tandis que ceux qui affectent les 
puissances impaires ont, comme pour 2 — 5, 7, leurs coeflicients 
égaux et de même signe. On en tre d’ailleurs, dans tous les cas, 


la valeur de », sous cette forme 


(R HI) — 2, 
teurs 
€ 


Ov = 


2 
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et si l’on observe enfin, ce qui est très facile à établir, que Ja quan- 
tilé 1 — uw$ entre comme facteur dans le polynome 


a + bu8 + cul6 +...—+ hAuëey 


avec un exposant (!) dont la limite inférieure est 


ÿ 2 \ 
— | R+ | — ) , 
2n 1) 
on aura réuni tout ce qui est nécessaire pour pouvoir écrire a priori 


et sans calcul les équations réduites sous les formes suivantes, où D 


représente toujours le discriminant, SaVOIr : 


LP 
2 cauii-Us)e y Do. 


Le terme en 34 n'existe pas, parce qu'on obtient pour p, une 
valeur négative; les termes en 2° et z? disparaissent parce que les 
coefficients doivent respectivement contenir en facteur 1 — u, 


(1—u$}?, ce quiesten contradiction avec les valeurs p> —0, p3=1. 


0 —— 
DE 
ztee shaut(1 — us) + zaut(i — ut) Liza ui us) VD = 0. 


On a à remarquer cette circonstance importante que le coeffi- 
cient 4! est nul, et qui tient à ce que dans le développement des 


. . . Pas . 
racines suivant les puissances de Vq ==nj SAyYOIDE 


RE es OUR 
z = 4y— 5 Va rer at. ). 


G} 


DS 


la quantité entre parenthèses ne contient pas la première puissance 
de 4. De là sans doute résulte qu’on a ainsi le type analytique le 
plus simple des équations du septième degré résoluble par les 
fonctions elliptiques. 


On 11. 


En désignant comme précédemment par &, 6, ..., des constantes 





(1) Cet exposant est impair lorsque 7 = 11 dans les coefficients des puissances 
paires de 3: mais, ce cas excepté, 1l est toujours pair. 


THÉORIE DES ÉQUATIONS MODULAIRES. Sr 


numériques, on a celte équation 


211 gilqu?(r — us) + aa uk(r — u8)? + z8a"u6(r — «8 )3 
malu (ur) (PO Qus  Pu16) ist (nus) (y AH yus + yul6) 
Z5ut(i— us )t(0 +0 u8 + d'ulô + d'u?2t + dus?) 
+ 2+u6(i+ u8)5(s He us +e"ut6 + eut + c'u32 Leur) 
+ a u8(1— 08) (n + nus + n'ul6 + put nus + n'ut0 —outs) 
+ 2 Ul0(r— US S(E + lus + Cut + Cut + us + L'ur0 + ruts) 
+ aut(i— us )5(0 + Q'us + Qué E Queth EE Q'us? + D'ut0 + Gus) 


— VD — 0. 


Ces constantes pourront être déterminées en développant les coef- 
ficients suivant les puissances de 4, et substituant pour 3 le déve- 


loppement correspondant suivant la puissance de ‘a. Le calcul 
assez long auquel on est conduit n’est nullement impraticable; je 
n'ai pas cru cependant devoir m'y arrêter, car le principal intérêt 
qu'on peut attacher au résultat concerne surtout l’étude des équa- 
ions du onzième degré résolubles par les fonctions elliptiques. 
J'indique encore une fois, en terminant ici mes recherches, ces 
belles questions qui offriront une des plus importantes applications 
de la théorie fondée par Abel et Jacobi. Mais c’est surtout l’œuvre 
propre de l’immortel auteur des Fundamenta d’avoir reconnu ces 
rapports si remarquables des nouvelles transcendantes avec l’AI- 
gèbre et les propriétés des nombres. Entre tant de beaux résul- 
tats dus à son génie, et qui ont ouvert des voies fécondes à la 
Science de nos jours, je ne puis m'empêcher de rappeler dans les 
Nouces des premiers volumes du Journal de Crelle les énoncés 
relaufs aux propriétés des équations entre le muluplicateur M et le 
module £. C’est là en effet que M. Kronecker a trouvé le principe 
de la méthode si remarquable pour la résolution de l'équation du 
cinquième degré qui m'a été communiquée dans une Lettre publiée 
au tome XLVI, page 1150, des Comptes rendus, et l’on pourra voir 
dans un travail très important de M. Brioschi sur ce sujet (!) com- 
ment cette méthode résulte des relations singulières qu’a données 
Jacobi entre les racines de ces équations dans le cas du sixième 





(1) Sul metodo di Kronecker per la risoluzione delle equaziont di quinto 
grado, dans les Actes de l’Institut Lombard, vol. I. 


H. -— Il. 6 
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degré. Les travaux de ces deux savants géomètres ont ainsi ouvert 
une voie plus facile pour arriver à la résolution de l'équation gé- 
nérale du cinquième degré que celle que j'avais suivie en prenant 
pour point de départ la réduction de Jerrard à la forme 


XŸÿ—L—a4—=O, 


et c’est en suivant cette nouvelle direction que J'espère plus tard 
pouvoir y revenir pour contribuer à en faire l’étude approfondie 


qu’elle demande. 








SUR L’ABAISSEMENT 


DE 


L'ÉQUATION MODULAIRE DU HUITIÈME DEGRÉ. 


Extrait d’une Lettre adressée à M. Brioschi (Annaler di Matematica 


purdiedtapplicata til 1850 p:059) 





J'ai ent epris le calcul de la réduction de l'équation modu- 


(= 
laire du huitième degré au septième, et voici le résultat définitif 


auquel je viens d’être amené. Soit fait, en introduisant la va- 
riable w (1), u = #(w), les huit racines seront 


0 + 167 
u(7w) et VAT era SA DE 
/ 


le nombre entier 7n étant pris suivant le module 5. Or, en prenant 





en premier lieu, 


| . (: : wW + 16° 16.3 \ 
3 =|o(70) —v | “ es dé " ;] 
/ 
| (Te) (=) | uns 
Ales eme 
\ / 








e 


ne) 


FA 


/ 


et, en second lieu, 


NE Letu)—e(©)] Le (2) _ (ET) | 
Map / 








M ‘ Vi 
| hour ee) — Fass 16. "| | [— 16. +) (=) ] 
FAT LAPS HER ee Et CIM 174 il 
Fa ÿ. ÿ) : Hi F 





(!) Voir C. R., t. XLVI, p. 510. 
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Je trouve que 3 dépend de cette équation du septième degré, sa- 
VOIT : 


21 42,72 V— Jakhh. si ft.gt (a —3)H2K'8z 


o étant 


Et z’ dépend de l'équation toute semblable que l’on en déduit en 
changeant le signe du radical Ve Le fait analytique essentiel 
dans cette question n’est pas tant, ce me semble, dans l'absence d’un 
certain nombre de termes de cette équation; ce qui me frappe le 
plus, c’est qu'il se présente deux types d'équations du septième de- 
oré résolubles par les fonctions elliptiques, et je vais essayer de 
vous faire voir jusqu’à quel point on doit les considérer comme 
distincts. Pour cela, je vais définir avec précision quelles sont les 
fonctions non symétriques des racines 3 ou des racines 3’ qui 
s'expriment rationnellement par les coefficients, et vous reconnai- 
trez que ces fonctions, analogues sans doute, ne contiennent pas 
les mêmes permutations des racines. À cet effet, et suivant l’usage, 
je représente par £;, l'indice æ étant un nombre entier pris sui- 
vant le module =, les diverses racines 3; pour abréger, je pose 


encore 





Leo rer (mod) 


» Cela posé, les fonctions non symétriques des racines qui 
s'expriment rationnellement par les coefficients sont celles qui 


demeurent invariables par les substitutions 
(A) Zr Lars, Laÿx+by+es 


a étant un résidu quadratique de 5, b et c deux entiers quel- 
conques. Les formules (À) représentent ainsi 


927 + 9472—= 1108 


substitutions différentes, formant, suivant l'expression de M. Cau- 
chy, un système de substitutions conjuguées. Or, en passant à l’ex- 
pression en z', il faut remplacer la fonction 6(x) par celle-ci 


— x (mod 3), 
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ce qui conduit à un système de 168 substitutions conjuguées, à 
Savoir : 


[\ ! \ÿ @2 ! 
(A') 1e CRETE Zoÿrrb)tes 


et il s'ensuit qu'il existe non seulement un type, comme l'avait dit 
M. Kronecker (!), mais deux types de fonctions de sept lettres 
possédant trente valeurs disunctes. 

» Rien de plus facile d’ailleurs à démontrer que (A) et (A) 
sont des systèmes de substitutions conjuguées; cela résulte des 
congruences suivantes, où & est loujours supposé résidu quadra- 


tique de 5, savoir : 


D(ax)= a?0 (x), O[m+0(x)| = 2m*0 ee. +a) + const., 
In 

D(ax)= a?0'(x), O'[m+0(x)] = 2 vf —- & ) + const. 
m 


» Dans ces congruences, les fonctions 8(x), W(x) entrent, 
comme vous le voyez, absolument de la même manière. La théorie 
de l’équation modulaire du douzième degré conduit à des résultats 
analogues, que J'espère pouvoir vous communiquer dans une autre 
OCCasIon. 

» En m'occupant de cette recherche, j'ai dû encore employer 
cetle expression analytique des substitutions qui m’a été fort utle, 
mais dont je ne sais si l’on pourra tirer part en dehors de ces ques- 
uons. 

» Quoi qu'il en soit, voici quelques remarques à ce sujet. Dans 
le cas de cinq lettres, les 120 substitutions sont ainsi représentées, 


7 22e: Liax+by+c; 


la valeur & = o étant exceptée et les indices étant pris suivant le 
module 5. 

» Pour sept lettres les 5040 substitutions seront, d’une manière 
analogue, 


Lx; Lax+b; Labx+b+c; 


(!') Monatberichte der Akademie zu Berlin; April 1858. La fonction de M. Kru- 
necker reste invariable par les substitutions du système (A). 
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en attribuant à la fonction 8 ces diverses formes, savoir : 


Or) =— 25 ox, 

P(r)=37x Et, 

O(r)= ri +ax+3ax (a quelconque), 
O(x)z=2ri+<axtr+3axr (a non résidu de 7). 


» Quant à ce qui se rapporte à un nombre premier de lettres, 
j'ai bien quelques types généraux de formules de substitutions, 
mais d’autres questions m'empêchent de suivre ces recherches... 


» Paris, 17 décembre 1858. » 


—_060 — 








SUR L’INTERPOLATION. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. XLVII, 1859 (1), p. 62. 


La question dont je vais m'occuper dans cette Note est celle qui 
a pour objet de représenter approximativement par un polynome 
d’un degré donné m une fonction F(x), dont on connaît les valeurs 
POUR TL T0, Li, Los...) Ln, LÉtANt Supérieur Ou au moins égal àmn, 
en se donnant la condition que la somme des carrés des différences. 
PDU DOLNTOomertEL BOUT A7 70 2, Mmultibpliées 
chacune par des nombres donnés, soit un minimum. M. Tchebichef 
a le premier résolu cette question importante dans un excellent 
Mémoire sur les fractions continues, présenté en 1855 à l’Académie 
de Saint-Pétersbourg (‘), et c’est de son analyse même que j'ai tiré 
une nouvelle méthode qui, sous une forme plus générale, donne 
les résultats de l’auteur, indépendamment des fractions continues, 
et en les rattachant immédiatement à la formule d’interpolation 
de Lagrange. 


Soil 
HG) (Gr Lo) (Tr — 1). (rm — rh). 


Cette formule est, comme on sait, 


1(&) Ty OTACA CHRNMRE f(æ) de 


æ—%o f'(Te) T—Xi FM) LT —En el 


et si l’on y ajoute le produit de f(x) par un polynome arbitraire, 





(1) Une traduction en francais de ce Mémoire par M. Bienaymé vient d’être 
publiée dans le Journal de Liouville, 2° série, t. TEL (1859), p. 289. 
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on aura l'expression générale de toute fonction enuère de degré 


supérieur à 7, et devenant encore 46, WU, -.., Un pour 
LT = To, Ti; .….. Ln° 
Mais en désignant par Ü(æ) un polynome indéterminé et faisant 


| 4 DO) 
A (x —m)f (ai) 0(&i) 


cette expression plus générale de la formule de Lagrange peut en- 
core être présentée ainsi : 


H(x)=fo(t)uo+fi(r)u +... + fa(æ)un. 


Cela posé, voici comment s’en tirent les formules nouvelles qui se 
rapportent à l’interpolation par la méthode des moindres carrés. 
Faisons dans I(z) la substitution linéaire 


| Up = AP + boti +... + loPn, 


Ui = A0 + bit +... + li0n, 


(1) 


US UNE 





En posant 





Po(æ) = a fol) dia (r) Para), 
7 Pi(æ) = bofo(r) + difitæ) +...+ bnfatæ), 


il viendra 
(x) = Por) Po + Pride +... + P,(T)py 


et l’on aura, comme conséquence immédiate, légalité suivante : 
I2(X%0) + (ri) +... + (rx) = pê Hoi +...+ pi. 
Or les fonctions (x) qui naissent ainsi de la formule de Lagrange 


possèdent, en vertu de cette égalité, les propriétés fondamentales 


(1) M. Cayley a donné l’expression générale de ces substitutions dans un Mé- 
moire Sur les déterminants gauches, publié dans le Journal de Crelle. 
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suivantes : 


LTD HET 
Hs a < SA 
(3) D Bu(ri) Par(æi) = 0, Det 1e 
T0 i=0 


et de ces propriétés résulte, comme l’a remarqué M. Fehebichef, 
la solution immédiate de la question que nous avons en vue. 


abs 
Observons, en effet, que les fonctions D(x+) contiennent toutes 
en facteur Ü(x), de sorte qu'en faisant 
Pix) =vpn(xz)0(x), 
on à un système de n — 1] polynomes 
DOC), wi(æ), nr On(T) 
du n° degré; or, après avoir choisi »m + 1 de ces polynomes, par 


exemple | 
oo), D1(T), .: Dm(T), 


si l’on demande de déterminer les coefficients À, B, ..., H, de telle 
sorte que la somme des carrés des valeurs de la différence 


F(z) —Ao;,(r)—Boi(z)—..—Hy;:(x), 
pour 
LT = Lo, XL, +) Ln 


mulupliées par des nombres donnés, soit un minimum, on opé- 
rera comme 1l suit. Disposons de Ü(x), de manière que les poids 


des erreurs soient 
0(xo), DES LS V0 


l'expression qu'il faut rendre un minimum sera 
| I 


> [F(x:)— Agoti) — Boi(xi) —...— Hon(z:)]02(x), 
1—=0 

ou bien 
> [F(x:) DC A — Ab,(xr;) — BPi(xr;) ocre Hb,(x;:)f. 


1==0 
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Or en égalant à zéro les dérivées prises par rapport à À, B, ..., H, 
on trouve qu'en vertu des équations (3) une seule inconnue sub- 
siste dans chacune des équations ainsi formées, ce qui donne im- 
médiatement les valeurs 
TE 
A ED Po, (ær) Fa) 0(æ5), 
==0, 


_ 
B NN (æi) F(æi) (x), 
1—=0 
a St : \ 
H= D Paix) F(x;i)0(æx:), 
10 
CLR posant 


r(æ)=Av(r) + Boi(x)+...+Ho,(x), 


on en conclut immédiatement qu'on a 


mA | LRN 4 | 
> RAT )NE EE NLE D Far) C2 (æi). 
10 i=0 

III. 


Mais, parmi les diverses expressions auxquelles nous parvenons 
ainsi, el qui dépendant des éléments arbitraires de la substitu- 
ton (1) sont en général du n°" degré, il reste à découvrir celles 
qui, pour une détermination convenable de cette substitution, se- 
ront seulement du m°"° degré, de manière à résoudre la question 
proposée par l'emploi d’un polynome du degré le plus petit pos- 
sible, Soit, à cet effet, 

Jite) 
(zx) 





= #i(), 


les équations (2) donneront, par la suppression du facteur (x), 
commun aux deux membres, 


06 (T) = ao$o(T) + d1f1(x) +...+ anfn(t), 


or) = bofo(r)+ bifi(x) +... + b,$,(x), 


se ste; je. 275 la 070,0 ee see) ea see eo) 0 91e 9.0/5 ol bles 


On(T) = lo £o(X) + hr) +...+ ER AE 
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et l’on va voir qu'il est possible de réduire 0,(x) à une constante, 


’ ’ 
4 


o,(x) au premier degré, et en général 0;(x) au degré &. Éffective- 


i Co 
n(n+i), : 
—— equations 
2 





ment, On aura, pour qu'il en soit ainsi, à poser 


ÉHPOENTESICOEHICT ENST) 0 er boe Di, - Onss. Ce.quiest 
précisément le nombre des quantités arbitraires que comporte 
d’après sa nature la substitution (1). Or de là résultera un système 


spécial 
vo(T), a(T), ORNE Omn(T), 
tel que la formule 
AGo(T) Box}... Ho, (x), 


composée avec ces fonctions, sera précisément du degré m. Gepen- 
dant 1l serait difficile par cette voie de parvenir à exprimer expli- 
* citement les nouvelles fonctions DATRLESSQUAnUtESRr TE. Cr 
et (x). C’est au moyen de l'équation fondamentale 





AZ) Cri). C2, ) = 0 Pop 


en faisant usage des propriétés des formes quadratiques, qu'on y 


arrive el qu'on établit le théorème suivant : 


Soit A, l’invariant de la forme 

EL 

IN ( D » ) 2 | HR TIEEN 2 02 

AE T — Li) (s er TA Dre UE one Ce mit Pm—1 )? 2( Ti), 

D 0 
qui sera un polynome du mire degré en x, dont l’expression 
analytique est bien connue; si l’on désigne par Ôm le coefficient 
de x" dans ce polynome, on aura 


An 


VIRE ; 
On Oyn+1 











Om(x) EL 


Pour m—1, où 1l n’y a pas à proprement parler d’'invariant, on 


devra faire 


LT 
A => (x — æ;)02(ri), 
E=—=I0) 
CL DOUTE 7710 prendre 
|| 
©o(T) =, = 


92 ŒUVRES DE CHARLES HERMITE. 


Le signe du radical carré que présentent ces formules reste arbi- 


traire ; car dans la fonction 
n(t)= Ao(x) +Boixr)+..,+<Hvo,(x)+.., 
le coeflicient H en général ayant pour valeur 


72 
Ka 
== 0 
changera de signe en même temps quew,(x), etle produit He, (x) 
ne changera pas. 

Je remarquerai enfin, en terminant, que la suite des quantités 
1,4%, 45... 1Ai-imipossede alésardue l'équation (2) 0Mes 
propriétés des foncuions de M. Sturm, pourvu que le polynome 
arbitraire 0(x) ait ses coefficients réels. C’est ce qui résulte de la 
forme quadratique dont elles ont été déduites. 





SUR LA RÉDUCTION 


DES 


FORMES CUBIQUES À DEUX INDÉTERMINÉES. 





Éarnpressnendus RURXLVII IS rS50T0L)#p 53571 





La théorie des formes cubiques à deux indéterminées à été dans 
ces derniers temps le sujet de plusieurs Mémoires importants dus 
à M. Arndt et publiés dans les Archives de Grunert et dans le 
Journal de Crelle (année 1855). L'auteur, en ajoutant beaucoup 
aux premières découvertes d’Eisenstein, a donné dans un de ces 
Mémoires une table de formes réduites avec leurs covariants qua- 
dratiques pour tous les déterminants négatifs jusqu’à 2000, et il 
serait bien à désirer que les formes à déterminants positifs de- 
vinssent l’objet d’un pareil travail, Mais elles semblent présenter 
dans leur nature quelque chose de plus complexe, de sorte que la 
méthode de réduction dont j'ai donné le principe (Journal de 
Crelle, 1. XLI, p.215) laisse subsister de grandes difficultés pour 
obtenir les conditions caractéristiques des formes réduites. Cette 
question m'ayant paru mériter de nouveaux efforts, je me suis at- 
taché à en rechercher la solution complète, et j'ai l'honneur de 
présenter à l’Académie, dans cette Note, les résultats que j'ai ob- 
tenus avec l’indication de la méthode que J'ai suivie. 


Je rappellerai d'abord qu'en posant 
f=ax3+3bry +3cxy? + dy = a(x —ay)(x—$y)(x —{y) 


je définis cette forme comme réduite si, toutes les racines étant 
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réelles, le covariant 





a \? , 7 
= (5) Le — EN Ce— 49) + Care — Bon + BNC — ap)? 
= Ax+2Bxy + Cy?, 


et dans le cas où & est seule racine réelle, 8 et y étant imaginaires 


conjuguées, ce second covariant 








7) —(B— y (æ— ay} 


4 


= (5) Tata Bi(e— 7) (a — Br) (æ 


\ 


= Pr +2Qxy kr? 


sont des formes réduites dans le sens propre aux formes quadra- 
tiques à déterminant négatif. La grande différence de ces deux cas 
lent à ce que © s'exprime rationnellement par les coefficients de f, 
tandis que Ÿ, fonction symétrique en $ et y seulement, est essen- 
uellement irrationnelle. Cependant ces propositions, faciles à éta- 


blir, leur sont communes : 


1° Deux formes réduites distinctes représentent, en général, 
deux classes différentes et, si elles sont équivalentes, elles se dé- 
duisent l’une de l’autre par les substitutions qui changent en elles- 


mêmes les formes 
LE AR lee Te 


2° Soient D — B? — AC le déterminant ou invariant de f et A 
sa valeur absolue, les coefficients de la forme réduite vérifient 


les conditions 


| 


3. 
ad<(i) Va, be < (à) VA. 


Mais, à l'égard de ces limitations, une étude plus approfondie de 
la théorie de la réduction fait voir qu'il y a lieu de distinguer les 
deux cas, et pour D < 0, M. Arndt a déjà reconnu qu’elles de- 
valent être remplacées par celles-ci : 


6 16 
l Lo es 
ac <\ et be<f/Da 


Je vais, avant d'aborder des questions plus difficiles, m’arrêter un 
instant sur ce point. 
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IE. 
Les relations 


A —92(b?— ac), B = bc — ad, Htc Da) 
donnent 


DA BA Arte = AC 


1 


1 


C3 a? + 2(3ABC — 4 B3) ad + A3 d? — - CHOE/E2) 


et, en appliquant les règles connues, on trouve aisément, pour le 
maximum de bc, l'expression 


AB B3- CA ER) /A Bb: 
D 
4A 





et, pour le maximum de ad, celle-ci : 


AP DEA Da pe 
7 
44 





en faisant 
A==NO="p?: 


Or ces expressions, fonctions de B seulement, ont elles-mêmes des 
maxima qu'on détermine en observant que, d’après la propriété 
caractéristique des formes réduites, B? ne peut surpasser LA, et 
c'est précisément à cette valeur limite que correspond le maximum 
de bc, et il en sera de même pour ad dont la dérivée, par rapport 
à B, admet pour racine B? — + A. De là se urent les conditions 


aa<f/5s be< 4/5 a. 


Pour la limite de be, le coefficient numérique est, comme l’on voit, 
moindre que celui de M. Arndt (Archives de Grunert, année 
1898, p. 337). De la même manière on trouverait encore 


= (GO? — A ot) = act — db < 


27 
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ILE 


La méthode précédente ne s'applique pas immédiatement aux 
formes cubiques de déterminant positif, car 1l serait difficile de 
former les relations entre & et d d'une part, b et c de l’autre, et 
les coefficients de la forme réduite (P, Q, R). C'est cependant au 
fond le même principe que je vais encore employer. En premier 


heu, je remarque qu'on a les relations suivantes : 
AR—:2BQ + CP = 0, 
BA OP RE OL 


de sorte qu’à l'égard des coefficients À, B, GC, il sera possible 
d'opérer exactement comme ci-dessus. Ainsi on formera entre À 


et CG l'équation 
R2A? + o(PR 20%) AC ÆP202=ZO02(PR O2). 
qui donnera pour le maximum de AC la valeur 
PROD ED: 
et d’une manière analogue s’obtiendra, pour le maximum de B?, la 
quantité PR, et l’on parviendra aux limitations 


ACEND RD ED: 
9 


Pour arriver maintenant aux coefficients de la forme cubique, 


je me fonderai sur légalité 
EDF =(Y —p)(29 Se), 
d'où je urerai, en égalant dans les deux membres les coefficients 
tree 
2D(ad+9bc) = —5B3—15QB?- > DB + 15 DQ + 20 Q3, 
et ensuite, en employant la relation bc — ad = B, 


ADad=—RB3 — 3 QB2 — 3 DB.+ 3 DQ + 40, 
4Dbc—=—B3—3QB + DB +3DQ + 74Q3. 
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On voit maintenant qu'on peul facilement obtenir les maxima 
de ad et bc en fonction de P, Q, R; le maximum de ad est donné 


par la valeur limite 
BA PR=ID EE 0? 


les racines de la dérivée étant imaginaires à cause de la relation 
= 


@<,D, 
e) 
c'est l'expression 
CÉCMAIOPNDEES 0; 
4D f 


Pour bc il existe deux maxima qui correspondent à 


B=-Q+(/5D+0 et B=YPR = ÿD + Q?, 


SAVOIT : 


\ 


n J [I . 
103 ne + O2 Æ )2 a ———— 
DQ Q@+ (D @)4/3D+0 NU U0eo: 


et a 
2D 4 D 
Maintenant il ne reste plus qu’à chercher de nouveau les maxima 
de ces expressions, qui seront évidemment donnés en remplaçant Q 
par sa limite supérieure /} D. En choisissant pour bc le maximum 
maximorum, On parvient aux limitations 


ad<4/2v, DENT D: 
10 27 


Su : 
ad-3ve<|/ D, ac — db LD, 


6 3 





jy Joindrai 








dont la dernière s'obtient par cette équation 


4 VD (ac3 — db3) = D — B2 + OUD=2B2227/02). 


AY E 


J'arrive maintenant au point le plus important dans la théorie 
de la réduction, à la recherche des conditions caractéristiques pour 
les formes réduites. Ces conditions P+2Q > 0, R — P > 0, se 

STI. - 
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présentent en effet sous forme irrationnelle par rapport aux coeffi- 
cients &, b, c, d, et il s’agit d’en déduire des relations absolument 
équivalentes, mais rationnelles. J’observe à cet ellet que l'équation 
du troisième degré dont dépend la forme Ÿ, savoir : 


ÉY—3etÿ— 8 — DFE 0, 
a, comme la forme cubique f(x, y), une racine réelle et deux ima- 
oinaires conjuguées. Or, en nommant P', Q', R’ et P”, Q”, R’ les 
déterminants imaginaires conjugués de P, Q,R et posant e= +1, 
on pourra remplacer les inégalités proposées par celles-ci : 


(P+oeQ)(P'+o2sQ')(P'+o2:Q") 0, (R—P)(R— PY(R"— Po; 


el alors les premiers membres étant des fonctions symétriques des 
racines de la forme f(x, y) pourront s'exprimer rationnellement 
en à, b,c, d. Le calcul auquel on est ainsi conduit s'effectue aisé- 
ment si l’on observe que #— + est un carré, et qu’en faisant 
>, les trois valeurs de :; sont données par l’équation 





Ù— 0 — 
à i 


Y—VD/—0, 


-G 


2 


De la sorte on parvient au résultat suivant : 


Les conditions nécessaires et suflisantes pour qu'une forme 


cubique 
J(Z, 7) = AU + 302? y + 3 cxy? + dy 
de déterminant positif D soit réduite sont 


7 (A+ 2eB) +3D(A+26B)+ DROLE) 0, 


CO AÏ PDC PA MED) ef) vo! 
4 


On peut, en introduisant le covariant cubique 


dx dy dy dx 
les présenter sous cette autre forme 


F(t,0)F(1,2:)+Df(1,0)f(1,2:) > 0, 
Ft, 1) F(—1,1)+<Df(r, 1) f(— 1,1) > 0. 
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La question de la réduction des formes cubiques de déterminant 
positif est ainsi complètement résolue, et c’est l’objet que J'avais 
principalement en vue dans cette Note. Je la terminerai en indi- 
quant un point de vue sous lequel on peut la rapprocher de la ré- 
duction des formes de déterminant négatif, où l’on se sert du cova- 
riant quadratique  —(A, B, C). À cet effet, j'observe que le second 
covariant 4 = (P, Q, R) satisfaisant à l'équation 


on en ture 


Or, en posant 
PE CAC RER y), 


on reconnait aisément que cette expression est de la forme 
NL ROM) ELLES 0)?, 


m et nr ayant des valeurs essentiellement positives, de sorte que 4 
étant supposée réduite, © se trouve nécessairement dans le groupe 
de formes également nommées réduites, mais sous le point de vue 
propre aux déterminants positifs. Et c’estle premier exemple d’une 
détermination spéciale pour l’une des formes de ce groupe, qui, 
sauf le cas des classes principales et ambiguës, se présentent tou- 
jours comme réunies, sans qu'il y ait lieu de faire entre elles au- 
cune distinction. On peut donc dire, en dernière analyse, que 
toute forme cubique de déterminant positif ou négatif est définie 


comme réduite en même temps que le covariant quadratique 


o = (A, B, C). 
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SUR LE RÉSULTANT 


DE 


TROIS FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES. 


JournaleCrelle mt ei B0O)ED-OTE 


«... En posant avec M. Cayley : 


14 = (a, b, C» J; 5) h)(æ, 4 =}; 
ET A AN CD CR RE TT 


g'= (a, (ne cé ñ- 2 h") (æ, Je Se 


j'æ cherché à exprimer le résultant au moyen des vingt détermi- 
nants que donne le système 


CRÉCU MECS EE NE 
( A) a DE fi g' h' | 
a b [/4 c" à ta h [/4 | 


lorsqu'on prend, de toutes les manières possibles, trois colonnes 
verticales. Pour abréger l'écriture, je les désignerai ainsi : 


COCO RADAR bE) Er. 


de manière que l’on ait par exemple 


(abc) = AE Dec 


a " b " C [/4 


le terme principal ab'c” étant toujours pris avec le signe +. 
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» Ceci convenu, je distingue dans le groupe des vingt détermi- 
nants les deux suivants : (agh) comme premier terme d’un cova- 
riant el (bcf) comme premier terme d’un contrevariant par rapport 
aux trois formes ©, /, ©”. Réservant d'en donner plus tard la rai- 
son, je me borne en ce moment à développer les expressions de 
ces deux formes, savoir : 


! 2x3 Dee Z x? im y?z 
| ED GT 0] GED GED 
+ (afh)|—(bfg) 











zx TV 12% zx? TV 3 
+ (acf)|—(abf)|—(bcg)|+(ach)|— (abc) 
—(cgh)|—(bgh)|+(cfh) |—(afg) Part 


Fe SOTUE 





























ss _ “ ein 
| E GT te CE) (Ge) et 1 
ie + 2(afg) 
(2€ Er? n°? res 2 Ce 
| LÉ + (acf) mere Cabo) | 
+ 2(bgh)+—o(cgh) — Us re g)|— 4(fgh) 

















» Maintenant, si l’on désigne par Sf etSF les invariants du qua- 
trième degré de M. Aronhold par rapport aux formes cubiques f 


el F, le résultant sera 


» Il se trouve donc exprimé au moyen des déterminants du sys- 

tème (A), et l’on voit immédiatement que, si l’on remplace 0, +’, 
Il par 

Pop}, vo + v'o'+ vo 


Ag +l'o' +de", uo+no+u'o ; 


il se reproduit multiplié par la quatrième puissance du détermi- 


nant 
NO CAO 
mu u' ! TM 
y y ! "M 


La démonstration suit d’ailleurs du même principe qu'a employé 
M. Cayley, en remarquant que, si l’on suppose 


£ 
3 dx 
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U désignant une forme cubique, on aura 
ET 


» Mais il est un autre point de vue sous lequel on peut envisager 
la détermination du résultant en recherchant, comme l’a fait le 
premier M. Sylvester, une expression analogue à celle du discri- 
minant d’une forme cubique. Cette expression remarquable, dont 
la découverte est due à M. Aronhold, étant 648% — T?, l’analogie 
que nous voulons suivre conduit naturellement à essayer d’ob- 
tenir, par rapport au système des trois formes proposées, deux in- 
variants combinants qui coïncident avec T? et S° dans le cas 
particulier où ©, v/, +" sont les dérivées partielles d’une forme 
cubique. Or M. Sylvester a déjà donné une fonction qui, dans ce 
cas, se réduit non seulement à T?, mais à T lui-même, ainsi l'ana- 
logie est à cet égard aussi complète qu’on peut le désirer. Mais :1l 
n’en est pas absolument de même en ce qui concerne l’autre terme 
du résultant qui, au lieu de devenir S$, se présente comme une 
fonction linéaire de S3 et T?. 

» Les recherches suivantes conduiront, comme on le veut, à un 
invariant combinant qui se réduit précisément à S?; mais leur ob- 
jet principal sera surtout de donner un premier exemple de l’ex- 
tension aux formes à trois indéterminées de méthodes appliquées 
seulement jusqu'ici aux formes binaires, et que j'ai développées 
dans un Mémoire du Journal de Mathématiques de Cambridge 
et Dublin, 1855. 


» Je rappellerai d’abord cette proposition dont je ferai souvent 
usage. Soient HD Pxty?z un covariant et F(E, n, 6) un con- 
trevariant par rapport à une ou plusieurs formes, en opérant avec f 
sur F de la manière suivante : 

da+b+c KF 
on obüendra un contrevariant, et si, d’une manière toute sem- 


blable, on opère avec un contrevariant G — > QËxn8 ET sur un 


da+B+Y 


ser ant. 
sp dyE De era un covariant 





covariant g, le résultat D Q 


(1) Voyez pour ces notations le travail du mème auteur publié dans les tran- 
sactions de la Société Royale sous le titre : À £hird Memoir upon Quantics. 
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» Par la suite, et pour désigner d’une manière spéciale ce mode 
d'opérer avec une forme sur une autre, je conviendrai de la nota- 


tion suivante : 
da+b+cF da+8+Y 
Pi Da A 
Je dE dné déc? Mr de dyB dzY' 
Supposant par exemple que f et F soient le covariant et le contre- 


variant cubique, par rapport aux trois formes quadratiques ©, 7’, 2”. 
i i i 
dont les expressions ont été données plus haut, on trouvera 


JXKXF= 6(agh)(bcf)+6(bfh)(ach)+6(cfg)(abh) — 8(afg)(bfg) 
— 8(bgh)(cgh) — 8(cfh)(afh) — 4(abf)(acf) + A(bcg)(abg) 
— {(ach)(bch) —2(abf)(cgh) + 2(abg)(cfh) +2(bcg)(afh) 
—2(bch)(afg)+2(acf)(bgh) +a(ach)(bfg) +2(abc)(fgh) 
+ 8(fgh)?— (abc). 


C’est précisément, sauf le signe, la quantité T dont M. Cayley a 
donné un autre mode de formation, et l’on aperçoit immédiate- 
ment le lien de cette expression avec l’invariant de sixième ordre 
des formes cubiques, car, en supposant 


1 dÛ 


—— ——_—— [&) —— 
ï 3 dx : 


elle se réduit à l’invariant du sixième ordre de U. 
Faisons, en second lieu, 


XF = ZE + mn+né, v'XF—=l'Èt mn+né, 
'KXEZ= l'E mn+nt, 
et posons 


ce déterminant sera un invariant combinant du douzième ordre 
par rapport aux formes données, et si, comme tout à l’heure, on 
fait hypothèse 

1 dU ot te A ne dr AN 
EE Nr 7576 OÙ Sur LR sLAat 





on aura précisément 
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S désignant l’invariant du quatrième ordre de U. Le résultant re- 


latif à ©, w', ©” sera donc 
SAT 


expression analytique qui réalise, autant que possible, cette ana- 
logie avec le discriminant d’une forme cubique que M. Sylvester 
a le premier reconnue. 

» Mais le fait qu'il importe principalement de remarquer, c'est 
l’existence des trois contrevariants linéaires simultanés 


D A RCE HAE, 


par rapport au système des formes quadratiques proposées. En 
effet, si l’on en déduit, en transposant, la substitution suivante : 


g=IX+UY +<I7, y=mX+mY-mz, z=nX+nY+n'z, 


et, qu'après l’avoir effectuée dans ©, v', ”, on désigne les trans- 
formées obtenues par Ÿ, d', d”, on aura ces deux propositions : 


» 1° d, dl, L’ sont les dérivées par rapport à X, Y et Z d’une 


méme forme cubique. 


» 2° Tous les coefficients de cette forme cubique sont des in- 
eartants simultanés des trois formes proposées ©, @!, 0”. 


» Ce second résultat offre le premier exemple de lextension 
aux fonctions à trois indéterminées de la notion des formes types. 
que j'ai introduite dans l'étude des formes binaires de degrés 1m- 
pairs et en partant des covariants linéaires propres à ces formes. 
En second lieu, considérons, en faisant abstraction pour plus de 
simplicité du dénominateur, la substitution inverse de la précé- 
dente, savoir : 

X=(m'n'—nm')x+(nl— ln) y+(lm-m El): Lx +<My + N3z, 
Y={(am — mn')z +<(ln—nl)y-(ml— Um)z= Lx -+M'y + N'2z, 


Z=(mn —-nm)z-+(nl—ln)y-+(lm — ml): L'x+M'y + N'z. 


Ces trois fonctions linéaires seront évidemment des covariants s1i- 
multanés de ©, +’, 2”, de plus 


0 = X EE oY + 27 


EXTRAIT D'UNE LETTRE A M. BORCHARDT. 109 


sera un Covariant cubique et 


tp 


= E(Lu + Me +Nw) + o(L'u + M'e + N'æ) + @"(L'u + M'e + N'w) 


un covariant double, en w, v, # d’une part et x, y, = de l’autre 
Or on a la relation 


RARE 
ANS EM TEE Pi 
droit d dz’ 
d’où 
I dû ! ! (OP EA /4 
a El a + Lt, 
Pet 
= — =Mo+M'e'-+ Me”, 
3 dy n 1 À 
ei) # 
a Ne Ne EN 
Ainsi les mêmes quantités /, m,n,... se présentent dans la trans- 


formation de variables comme dans la combinaison syzygétique 
par laquelle on ramène les formes quadratiques proposées aux dé- 
rivées partielles d’une même forme cubique. On peut d’ailleurs 
aisément les calculer par la remarque suivante : Nommons ®, ®”, 


D” les formes adjointes de ©, &’, +”, et considérons le déterminant 











dx dx dx 

Fe CDN: OR Ke 

CPR INC | 
do do de 
dz PTS 


En le mettant successivement sous ces trois formes 





, dy . do d? 
Lee JT d, + IT SRE 
> D Hilo. , do 
D RUE S ACER ARCS 
ere FE dy oe FE 
de” do” do” 
pr RATE, ue [/4 AE " 
No JR + JC pp 


On aura 
Fi xX£ +nb x I +EP x 90, 

px F=Eb'x L'+ np x + CE x A, 

gx F=Ed x L+ np" x AT” + CP'xe DC”. 
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» L'analyse précédente s'applique évidemment à l’étude de deux 
formes cubiques binaires simultanées et conduit à l’égard de ces 
formes à des résultats entièrement semblables à ceux qu'on vient 
de voir. C’est une extension nouvelle donnée ainsi à l’analogie 
qu'ont révélée les découvertes de M. Hesse et de M. Aronhold entre 
les formes cubiques ternaires et les formes biquadratiques binaires, 
et qui doit compter, ce me semble, parmi les résultats les plus in- 
téressants de l’Algèbre moderne. Peut-être pourrais-je y revenir 
plus tard, mais avant de terminer j'indiquerai encore, puisqu'il à 
été question plus haut des formes types, comment on peut étendre 
au cas d’un nombre quelconque d’indéterminées la notion des 
formes canoniques telle que je l’ai donnée ailleurs pour les formes 
binaires. À cet effet, j’admettrai l'existence de deux covariants 


quadratiques 
DCE, EE) RÉCENTES À 


par rapport à la forme ou au système de formes donné. Cela posé, 
la substitution linéaire de +, y, 3, ...en d’autres indéterminées X, 
Y,Z2,... qui fournira la réduction à la forme canonique, sera dé- 
finie par les conditions 


OCT, Vie) 0) AN RON ERIC LEE 


UT V, 2,0) =it XP YEN 7 EE" 


» On verra aisément comment se présentent, en partant de là, 
les propositions fondamentales que Jai données dans le cas des 
formes binaires. 


» Paris, 14 février 1860. » 


EXTRAIT DE DEUX LETTRES A M. BORCHARDT 


SUR L’INVARIANT 


DU 


DIX-HUITIÈME ORDRE DES FORMES DU CINQUIÈEME DEGRÉ 
ET SUR LE ROLE QU'IL JOUE DANS LA RÉSOLUTION 


DE L'ÉQUATION DU CINQUIÈME DEGRÉ. 


JOUR EACCTeLUE LARG) RD I01. 


«... J’ai entrepris, en suivant la méthode de M. Kronecker, 
de creuser un peu plus à fond la résolution de l’équation du cin- 
quième degré.... Chemin faisant, j'ai eu à étudier l’invariant du 
dix-huitième ordre des formes du cinquième degré qui joue un rôle 
fondamental dans la marche que J'ai suivie. Peut-être vous intéres- 
sera-t-1l de connaître comment 1l s'exprime au moyen des racines 


4 Les. Laide latormereprésentéempar 
J=a(r—toy)(r —217)(x — 27) —23y)(x — my). 
Voici le résultat que j'ai obtenu. Soit, pour abréger, 


(mn) — T mn CAC L'n; 
on aura 


[= as }(01)(04)32) + (02)03) 14)! (o1)(o2)(43)+ (03)(04)(12)! |(o1)(03)(42)-+(02)(04)(3 1)! 
x |(12)(10)43)+(13)(14)%0)! }(12X13) 04) + (14) 10)(23){ (12H 14)(03)+ (13X10)(42)! 
x |(23)(21)04) + (242080)! |(23)(24)(10)+ (20)21)(36){ 1232014) + (242003)! 
x |(34)(82)(10)-(30)(31)(42)| |(84)0)(21) + (81932) 40)! |(84)(81(20)+(30)(32)( 14)! 
x |(Go)(43)21) + (41)(42)(03)! |(o)(41)(32) + (42X43X on)! (40 42)(31) + (4(43)(20)!. 


Les quinze facteurs ont été réunis trois à trois de manière à former 
cinq produits, symétriques chacun par rapport à toutes les racines 
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moins une. Le produit total est done bien symétrique par rapport 
à toutes les racines, et l’on reconnaît d’ailleurs immédiatement 
qu'il représente un invariant, car il ne change pas quand on rem- 
place les racines par leurs inverses et qu'on les augmente d’une 
même quantité. .... 

» Désignons par X,, X,, Xe, X:, X, les cinq produits de trois 
facteurs, dont se compose l’expression de linvariant 1, de sorte 
que 
X5 =  {(o1)(04)(32) + (o2)(03)(14)! 

X }(o1)(03)(43)+(03)(04)(12)!|(o1)(03) (12) +—(o2)(of)(31){.…, 


on peut écrire 


et Xz sera une fonction rationnelle et entière de la seule racine æ4. 
Cela posé, les quantités suivantes : 


20 = LAND I2) CT) CAD) A) 
1 = a5X1(23) (24) (20) (34) (30) (0). 
32 = aX2(34)(30) (31) (4o) (41) (or). 
33 = ai X3(4o)(41) (42) (o1) (02) (12), 
2 — L'NLCON) (O2) 05) 20 (M0) 


seront elles-mêmes, sauf un facteur qui est la racine du discri- 
minant, des fonctions rationnelles semblables de æ4, æ3, ..., car 
on peut écrire, par exemple, en représentant le discriminant par A, 


VA 


D UT X DAT. RE 
A ®Co1)(o2)(03)(0j) 


ce qui est évidemment une fonction rationnelle de x,. Or, l’équa- 
ton du cinquième degré, dont les racines seront ces quantités 3, 
Z1, ..., aura pour coefficients des invariants, et sera de cette 
forme 

35 + Lzs + MAz + 1 YA = 0, 


L et M étant du douzième et du seizième ordres et I du dix-hui- 


ième, » 


LETTRE ADRESSÉE A M. LIOUVILLE 


SUR LA 


THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES 


ET SES 


APPLICATIONS A L'ARITHMÉTIQUE, 





Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. LIT, 1861 (IT), p.214 
et Journal de Mathématiques pures et appliquées, 2° sér.,t. VIE, 1862, p.25. 


« Depuis notre dernier entretien sur les questions arithmétiques 
qui sont l’objet de vos recherches et où vous m'avez donné un 
nouvel exemple de la grande fécondité des méthodes dont vous 
conservez le principe, je pense avoir réussi, dans une certaine me- 
sure, à donner satisfaction à un désir que vous m'avez plusieurs 
fois exprimé relativement aux beaux théorèmes de M. Kronecker 
sur les nombres de classes de formes quadratiques. Ces théorèmes, 
qui semblent par leur nature devoir naturellement entrer dans le 
cercle de vos études sur les fonctions numériques, restaient cepen- 
dant comme isolés et appartenant à un ordre d'idées très distinct 
où la théorie de la multiplication complexe dans les fonctions 
elliptiques paraissail seule pouvoir donner accès Les démonstra- 
üons du P. Joubert découlent en effet de cette théorie où la notion 
de classe de formes quadratiques s'offre de la manière la plus né- 
cessaire et joue le rôle le plus important. J’attache à ces démons- 
trations un grand prix, car elles éclairent et étendent la théorie 
arithmétique des formes en montrant que les théorèmes donnés il 
y à si longtemps par Gauss sont autant de propriétés des fonctions 
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elliptiques, et elles ajoutent un des plus remarquables exemples 
de ces liens cachés qui réunissent l'analyse transcendante à l’arith- 
métique. En parvenant par une autre voie à ces théorèmes de 
M. Kronecker, c’est à l’ordre d'idées qui vous appartient que Je 
pense les avoir rattachés de la manière la plus directe, et, si Je ne 
me trompe, dans le sens même de vos prévisions, car la notion 
arithmétique de classe se trouve remplacée par l’idée beaucoup 
plus simple et plus élémentaire des formes réduites. 

» Je suis parti des identités que fournit le développement des 
quotients de fonctions @, en séries simples de sinus ou de cosinus, 
et dont Jacobi a montré le premier la grande importance en décou- 
vrant de cette manière l'expression du nombre des décompositions 
d’un entier en quatre carrés par la somme des diviseurs de cet en- 
ter. Une extension fort simple de ce procédé consiste à considérer, 
au lieu seulement de sin amz, cos amz, Aamz, les produits de 
fonctions doublement périodiques par des puissances de quan- 
tités ©, c’est-à-dire des expressions ayant la période 4K, et se 
multipliant par un facteur exponentiel, lorsqu'on ajoute 22kK' à la 


variable. 


; 2Kxr : 
» En faisant z — L et posant avec Jacob: 


8(3)=1—29g cos2% +2qg*cosfx — 2q° cos6x +.:., 
k/— n— Ds ne 

H(z)=2Vgsinx —2\q°sin3x+2\/g°5sin5x —..., 

8,(3)—1-+99 cos27 + 2qtcos{ mag Ncos6T EX 


k/— PS RTS ‘ (VERT e 
H;(3) = 2V g cosæ + 2V/q° cos3x + 2 q?5 cos5x +..., 
de sorte qu'on ait 


_ HER COS am z — F ul, 
VA 8(2) k (32) 


8,(3) 
E(2) 











sin am 3 — Aamz— y 


les plus simples de ces fonctions seront 


H(z)@,(z) H;,(3)0,(3) H(z)H;(2) 











a TEL CT REED 
js) H?(2) DUC 8f(3) 
O(2) (2) O(3) 


S1 on les développe en séries de sinus et de cosinus, on trouvera, 


V4 
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pour les premières, 


K H(z)8,(3) 


ne B(2) — nt 9 








+ sin3x \/g9 (1+ 2q71) 
+ sin5x\qg5(i+2gl+2q" t) 


a ts sinsæ /q*? (1 + 5 En " he og) 


delle rele ereteletrters nie els ele ele) + la» ee + ©, © es vel. ee sel » 1 


as ne elene sleler eee sels el brie e sie fetes reel le le eee 01e es salon ele ne lellp" ss lei eo ol 5 








k'K Hi(z)@1(2) oo 
2T O(3) re VAE 


— cos3xŸ/q°(1—2q—!) 


se cos5x À q25 (1 — D (2 ras Le 2q—*) 





x COS 77 Vq* (i—2qg—1+92q-t—9q) 


8 2 0.0.0 se ele ere) e + ele eee « ele lee © one +) 616. © à» els) se © à + e + 


De eue nt 
: 


+ (— 1) cos(an+i)æf/qgerri | ir. 





( 
—— sin6æq°(» Va + 3 VAE 2 Vq-#) 





ns 


+ sinanxg"(2/qi+2ÿ/qg+...+of/q unir). 


na eee vel) + olb.s s ele fer eh ele ec. ee el 207% 1e,e de" oljele Le che) 7 alle ‘ae. ele ee 97° 


Quant aux secondes, introduisons la fonction suivante : 


L(æ) = cos2æq(2V/q-1) 
— coséæqi(2Ÿ/q 1—» Vg®) 
+ cos6xq9(2Ÿ/q 1— 2 V/q + +2V/q #5) 


CU CICR CNE Cent UD, 
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et ces constantes, savoir : 


L(2m+1)(2m+3) 


! 3 % 15 35 WATTS (G 
NN OR V7 REG T7 A SD re 











(2772+-1)(2/2+3) 


AV TR V7 HOMO RARES Vi FA 
pr nes NS Mia | SE Et LENS à 

















I a aÿ a!2 I ant + /t 
ER = PRE LE ur 1 nie ons Care — 
4 fig lag lg 1 17e 


ou encore 
bd gr 
DANSE Dee NT EU RE ete 
VA DA 1) 1— gim1? 


71 
ae Q mn? 
\g9B — | Lun. : ; 
Te quil 
T1 
1 à 
2777-41) 
k/= 1 4/= ZE 
_—_—— ae a ——— 
MANN ï 1+ qg? ? 
m1 l 


elles donnent 

















LINEAR VRAIES : 

Gx sin amszHis)— RE ET — AG(:)—0 (o})Z, 
LR EE NET CERTES) | 

Rp AO amzHi(s) = PAR CENT BO(z)—0@:(0)Z, 
K DENVAREO (Re 

= ! 5 z ÙÜ. AE PR et moe — C SVe= : 
ie À am z6,(3) ee CYEX 0(3)—H,(0o)Z 


» Ce second groupe de fonctions se distingue essentiellement 
du premier par la présence des fonctions complètes À, B, GC, dont 
voici le caractère arithmétique. Désignant par z les nombres en- 
uers = 3 (mod 4), on aura d’abord 


1 
a | nr En - nt 
NES Anq* » B= > (—1) NUIT AU 


le coefficient &, étant la somme des valeurs de l'expression 


d—1 


eee 
9 


FAT 


en prenant pour d tous les diviseurs de n inférieurs à sa racine 
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carrée ; nous le représenterons ainsi 


» Faisons ensuite, en supposant x pair, 
” 
C= 7 +Ù (1) cran. 

Si l’on désigne par d les diviseurs impairs de x inférieurs à sa 
racine carrée et par d’les diviseurs impairs plus grands que sa ra- 
cine carrée, On aura 

d—1 


En POEPs 2 HANS VE DE 


» Voici donc deux nouveaux exemples de ces parties de fonc- 





tions que Kronecker a introduites en arithmétique et qui s'offrent 
sous un point de vue si différent dans les recherches délicates et 
profondes de ce savant géomètre sur les modules qui se rapportent 
à la multiplication complexe. Par cette nouvelle origine, elles se 
trouvent rattachées de la manière la plus immédiate à l’ensemble 
de vos travaux sur les fonctions numériques, et peut-être même ne 
sera-t-il pas impossible de définir par des équations différentielles 
les fonctions qui leur donnent naissance en partant de ces expres- 








SIONS : 
K 
— CF? (3) 
TA = / ——— dz 
re 
ki 
s Lo |! 2 z 
2rB= VAR | . ) az, 





» Je remarque encore, comme un nouveau trait de la distinc- 
on à établir entre les fonctions (1) et (2), que la quantité Z(x), 


qui donne À et B en y faisant x — 0 et PT) conduit, pour 


FT x A 
L = 7° à cette relation 


(£ =>. (r2+4-1)? 4 (72-129 
pee 1, LE FAIRE — 
V q [2 ( 1) I + ae > I —- SRE ? 


HET S 
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dont le développement a la forme 
n+l n 
Z ( =) = d — GNT RE 


Le nombre n est =—1(mod8); X, est la somme des quantités 


d—1 d—1 


CE 


\ 


pour tous les diviseurs de 7 inférieurs à sa racine carrée, c’est-à- 
dire encore une partie de fonction. Au contraire, dans ces cas et 
d’autres analogues, les développements des expressions (1) ne con- 
duisent jamais qu’à des fonctions numériques complètes. 

» Après ces deux groupes de fonctions, la suivante : 


H2(z)0;(z) 

er 
pourra servir d'exemple du cas le plus simple qui s'offre ensuite 
dans la série des expressions obtenues en multipliant par la pre- 
mière puissance d’une des quantités O, une fonction doublement 
périodique. Elle donne, en désignant par 4 une constante, ce dé- 
veloppement 


K , /2XK H2(3)@i(z) 
_U O2(z) Fa 


apr 
= C0S2%0\ qu 


To /qg1+3Vq) 
ORNE | 


» On doit donc encore regarder 4 comme une fonction com- 
plète, dont la valeur, sous une forme analytique toute semblable à 


celle de À, B, C, sera 


SA K > 
an = (/22 f OC?) AE Dre 
T À 8?(3) 


» Mais, tandis que À, B, C se rapportent sous le point de vue 
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arithmétique aux fonctions des diviseurs des nombres, 4, comme 
vous allez voir, conduit aux fonctions qui expriment le nombre 
des classes quadratiques pour toutes Les formes de déterminant — », 
n étant = 3 (mod 4). 


H?(3)0 
» Pour le démontrer, je regar de l expression La O1 Ca) 


O2(z) comme 


le prod uit de ces deux facteurs 


= 
st 
1 
sr 
(e») 
[A 
— 
DE: 


(=) 
O(3) O(3) 





— ÿAk sin amz; 
or nous avons trouvé 


K H(3)@:1(2) | At 
Dr O(z) ANA 


= sin 3æ \ q® (1 si D Goat) 





+ sin5æ\qgÿ(i1+2qg l+2q"t) 


—= Ÿ sin(2ze +1)æ\ GENE SC > q—%, 


le nombre «a devant prendre les valeurs 











DO RE 9, AE À 
et l'on a 
FK H(z , q q? 5 
VA = TRAME et et bnp eMicte. 
rx @(z) [= 9 RTE 1 


de sorte qu’en multipliant membre à membre les deux séries, on 


devra précisément retomber sur le développement ci-dessus de 








K vez H2(z)0,(z 


2T T 0722) 


On trouve ainsi, en se bornant au terme constant, 


JR. \ . ; 
e (2 DE ! —=i| end: ; —,,° 
À — D 2n+1 7 FRE 29 É29 045.297" ) 


na (2 ER rs 
— + 
gpl / ? 


expression qu'il est aisé de développer suivant les puissances. de q 
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en remplaçant la fraction 
Va2n+1 
le — SES 


par 


27 +1 
—;— +(2n+1)b 


Vari (ir qui + q2ien+2 E...) — 70 $ 


b désignant tous les nombres entiers de zéro à l’infimi. En posant 
N=(on+i)(on +40 +3) — 4a?, 


et désignant par F(N) le nombre de fois que celte équation aura 
lieu pour une valeur de N, en supposant » et b entiers et positifs, 
a compris dans la série 


me 7t 


on aura 6 videmm ent 


+ 
À! == F7 4 
= SIF(N)7 


» Ceci posé, j'observe que la valeur de N représentera tous les 
nombres entiers = 3 mod 4, et qu'on peut l'écrire de ces trois ma- 
nières, en faisant correspondre à chacune d'elles une forme qua- 


dratique de déterminant — N, savoir : 


: | N—=(on+i)(2n +<4b+3)—1Aa?, 
l (an--1, 2a, 2n +40 +3), 
N=(2n+1)({n+4b+4i—{a)—(2n +i1—2a), 
hi (on +1, 2n+i—-02a, 4n+ib+i— a), 
fi {N=(on+-i)(4{n+ib+i+qa)—(2n+i1+a), 





| (o2n+I, 2n+i+92a, in+ib+i+ia). 


» En employant la première pour les valeurs de & inférieures, 


; ; : £ on I : 
abstraction faite du signe à la limite ——— ; la forme quadratique 
4 


correspondante représentera toutes les formes réduites de déter- 
minant — N, où le coefficient moyen est pair, et qui sont, par 
conséquent, de l’ordre proprement primitif, chacune d’elles étant 
prise une seule fois. Les classes ambiguës seront renfermées dans 
ce prenuer groupe et correspondront à 4a—0(Gauss, Rech. arith., 
p. 288). Pour les valeurs de & qui vont de la limite inférieure: 
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ANHIC AE Re . 
——— à la limite supérieure n, nous emploierons la seconde ex- 


V4 
4 
pression en leur attribuant le signe + et la troisième en leur don- 
nant le signe —. On aura ainsi, deux fois répétée, une série de 
formes (p, q, r) de déterminant — N où se trouvent satisfaites les 


conditions 
OT LOT OESS PINS TEEN) 


» En permutant p et r lorqu'on aura p >> r, cette série donnera 
toutes les formes réduites de déterminant — N où le coefficient 
moyen est impair et positif, l'un des coefficients extrêmes étant 
aussi un nombre impair. On doublera leur nombre si l’on y joint 
les formes opposées (p, — q,1) qui en sont distinctes et appar- 
uennent à des classes différentes, puisqu'il n’existe point de formes 
ambiguës ayant un coefficient moyen impair. Par conséquent, à la 
totalité des deux séries de valeurs positives et négatives de a cor- 
respond exactement la totalité des formes réduites, proprement 
primiuives du déterminant — N. Ainsi la fonction F'(N) qui s’est 
offerte d’abord comme la somme des nombres de solutions des 
équations 1, Il et ILE, recoit cette nouvelle et importante signifi- 
cation arithmétique de représenter le nombre des classes propre- 
ment primitives de déterminant — N. L’équation 


I f 4 
EN 2kK H(:)081(3) 7 
A — > F(N)g ÆE Le DT TUE ds, 


li 





envisagée sous ce nouveau point de vue, montre l'importance de 

H?2(:)0,(3) 
0201 

aisément l’un des théorèmes de M. Kronecker. 


la fonction complète de l’expression et va donner très 


» Je fais pour cela x — o dans l'équation 


3KK H?(23)0,(2) 


27T T O2(3) 





— LO,(3) — COS 2T7 Vq-t 
—cos4ægt (Va t+3Vgs) 





———— L/—— L, 


— cos 6zrg° ( g'i+3\g +5 \g—?5) 


ne 


Le premier membre s’annulant, on voit immédiatement que le se- 
cond membre, ordonné suivant les puissances de g, donne une 
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série dont le terme général est 





L’exposant N est = 5 (mod 4), > d' représente la somme des di- 


viseurs de N supérieurs à sa racine carrée, et ù d la somme des 


diviseurs qui lui sont inférieurs. 
1x 
» Le coefficient de g* est donc précisément la fonction désignée 


par Y(N)et définie dans le Mémoire de M. Kronecker au moyen 
de la relation 


y? + 
LU TE N° PATRON A 


în employant cette notation, on pourra donc écrire 


= 


qe : 
/ N 1 ANR 3 \ ra 
@1(0) d F(N)g = d YCN)g 


= 


et en égalant dans les deux membres les coefficients d’une même 


puissance de g, on trouvera 


P(N) SE (NE RP) EE IRON) SP NN ER UN), 


Or cette relation est donnée en ajoutant membre à membre les 
équations (V) et (VI) du Mémoire de M. Kronecker, et observant 
que la fonction & (me) qui y figure s’évanouit pour m—N=—3(mod 4). 

» D'autres théorèmes résultent d’une détermination différente 
de 4. En premier lieu, je fais le produit des deux séries 


81(3)—=1+2gcos27 +o2g*cosir +2q1cos6r +..., 








qui donne pour le terme constant dans le second membre l’ex- 


nq' LOT ERR 
Le GEL ee UE qi k 


» Ce même terme s’obtenant aussi en intégrant entre les limites 


pression 
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zéro et K le premier membre, on aura 


£K a RS du N nq'" D nqr+n | 
2H 0 O?(3) y 1—q?  i 


et, par conséquent, 


I 2kK \ Ÿ nq" D nor 
EF RONDE Ze == ne 
5) TT 1 —— JE -—— FER 








Soit 
nq'" 
»2 CRT = D Pi(n)g”, 
nq"°+n | | 
2 ans = D'i(n)gr. 


P,(n) représentera la somme de tous les diviseurs de » dont les 
conjugués sont impairs et W,(7n) la somme de tous les diviseurs 


moindres que WA et qui ne sont pas de même parité que leurs 
conjugués. Ainsi pour x impair, ®, (72) coïncidera avec la somme 
de tous les diviseurs que M. Kronecker nomme (7), et W,(n) 
sera nul. Cela étant, l’équation 


I /2 CK 4 _ LIN à \ e NS 
 V 0 D FIN) = D Lbi(a)—Wi(2)] g" 


2 





donnera ce nouveau théorème où n est quelconque ; 
F(an—1)+F(in—3)+... + Fin —(2a +1} |=Di(n)—Wi(n). 


» Je considère en second lieu le produit des développements 
de H(z) et de la dérivée de cos amz, à savoir : 





HR >Ÿq sin æ — 2\/q9 g° SINn3x + 2Ÿ/q%5 SIN5T —..., 
Kkk' K? 2 q À qÿ 
anse HF Rer RER = nc sin æ + ya sin 37 + WE | Sin 5T +. 
TC? O@2(3) + gq [+ g5 


En opérant de même on trouvera 


1 


Te Res A 7000 x 2r+1) (2n+3) 
DRE H? (2) @1(z Da ge y : Cher | 
0 


/ — q2uti 








+) 
e 


= 0 
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el, si Pon pose 
Lon+l)2n+3) N—3 


1 
D (2n+1)g* A ER 
CAL Fee 5 te 1) ‘ MAR : 


N représentera tous les nombres entiers = 3 (mod 4) et W,(N) la 
somme des diviseurs de N inférieurs à la racine carrée. L’'équation 


> UK 2 N NE NS 
F T k k LL % 
/ = > FN) g =  (—1) F:(N)g 


donnera par suite ce troisième théorème 





FIN)—2FIN— 22) +0 FN —4)—... 
— IPN) — CN 
RC FN RU) ee UE 
» Le temps me manque en ce moment pour donner le système 
complet de toutes les relations de cette nature, et m'occuper des 
autres théorèmes de M. Kronecker et de ceux où le P. Joubert () 
a introduit des fonctions numériques distinctes des précédentes. 
J'aurais surtout à retrouver cette relation 


1 
gx 11004 CAS 


D: F(n)g" = H(K) D: TETE) CS 





qui sans doute doit résulter de combinaisons où entre la fonction 
0"2(3) 
@2(2) 
tique d’un de ses théorèmes, avait bien évidemment pressenti la 





+ M. Kronecker, en la donnant comme l'expression analy- 


signification qu’elle recevrait dans la théorie des fonctions ellip- 
tiques, et, à cet égard, je ne puis trop admirer la pénétration 
dont il a donné la preuve. 

» Vous m'avez aussi plusieurs fois parlé de la décomposition 
des nombres en trois carrés; dans le cas où il s’agit des nombres 
= 3 (mod8), et où les carrés sont tous impairs, voici comment on 
trouve le nombre des décompositions. 

» Soit L, ce que devient -L par le changement de 4 en — q; en 
posant pour un instant € — VRETe on aura 


8 3 
as = doie La 


LA 
ne el > F(8n+3)q * 
A 

0 





2 








LAVOIT IC ER ET LOTO CIO NES E EL SU tv: 
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Or on obtüent aisément la valeur du premier membre. Introdui- 


NS ; 2K x : 
sons dans l'intégrale x au lieu de z = ———, ce qui donnera 


2 K > kK 
ne 7 EE à 
0 


Ent 
de 





D] 


H2( H°(3)01(3) 


: dx. 
HET (3) 





Comme en changeant g en — 4, les quantité: 
€ . 


2 K 2kK 
at ve UMR CSL 10107) 




















deviennent 
> Â'K 24 K 
LE /  onO0iCs) nelle PAR CN: 
on aura 
K'Y £Æ "AH? z 
2 T db! —€) 2 > 72 K | ii Le 
TC Te O;(2) 


Mais, par la substitution de =— x à x, l'intégrale se change en 


celle-ci : 

















Le 
2 2{(7\( - 
[ HR RNAReE 
e/( @?(3) 
d’où résulte 
OP EE K 2kK ne re 
T ed 0?(3) 
0 NS / 
et, par suite, à cause des ——1, 
cs 
2 K 2 2 LH?2{(23) + ÆH?(z3)10, (2) 
© Re 1e 0 








Or on a 
il s'ensuit que 


2 2 K » £ K É æ DAPRATS LA) 
ar(t— sa) = 264728 f ÆO;(z) dx = =4/ > À 
4 TT 0 D) COY: 


et l’on en conclut la relation 














A — € ss +/ 4 se 
EN F(Bn+5)g 1 k = (Va + V Nauru, 


2 
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qui est l’expression de ce théorème arithmétique que le nombre 
des représentations d’un entier N=3 (mod 8), par la forme 
x?+ y? + 2?, en supposant æ, y, 3 de même signe, est précisément 
égal au nombre des classes quadratiques du déterminant — N pour 
lesquelles un au moins des coefficients extrêmes est impair. 


2 K : 
Quant au cube de ve ou 0,(0),ilest donné sousune forme 
T 


singulière, et dont je n'ai pu suffisamment approfondir la signifi- 
cation en faisant + — 0 dans l’équation 


K | 
— A am z@1(z) = CO(:) — Hi(0)Z. 


ÿ 


AZ de 


On obtient ainsi immédiatement 


 — 


= (2m-+1)( 2771+-3) 


K qi +-7it 
/CS)- 010) (i+i D ET x) LÉ Hi(0) > a RÉ 


Je laisse donc de côté ce résultat et d’autres du même genre pour 
vous indiquer, en terminant, de quelle manière je conçois la liai- 
son de la théorie des fonctions elliptiques, dans ses applications à 
1 arithmétique, avec vos recherches générales sur les fonctions nu- 
mériques. 

» Je considère pour cela les développements suivant les puis- 
sances de g, de sinamz, cosamz, Aamz, et je remarque qu’en 











posant 
EK in 
am se > RCE 
r DA 1 
kK de = -n 
cos AmMme— (1), S,g? 
DT ? 
K 
= Aams=i+ à Erg#, 
ZA 
on à 


R, = > sin dx, 


d--1 


D ù (—1) ? cosdr, 


les sommes s ’étendant à tous les diviseurs d du nombre i impair n 
et à l’ égard de la fonction , si l’on pose 


1 — 2VN, 
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N étant impair, et qu'on désigne par 4 les diviseurs de N, on aura 


semblablement 
N—41 


T, = > (— 1) 2, cos2)r1 dr. 


On retrouve donc ainsi les fonctions numériques qui se sont si 
souvent présentées dans vos recherches. 


» Soit encore 








EEK Hi(z)@1(3) ne 
VE O(3) => Va 


ÆK H(z)Hi(5) N'y." 


2T O(3) pe 





et désignons par d et d' deux diviseurs conjugués, dont le produit 


soit A, on aura 


les sommes s'étendant à tous les diviseurs du nombre n qui est 


= 1 (mod 4) et, en dernier lieu, 


, nc Le 
Wh =D sin Det de, 


2 


n étant = — 1 (mod {). On reconnaît ainsi, au point de vue arith- 
métique, l’analogie des nouvelles fonctions avec les anciennes, 
et en même temps leur différence qui consiste en ce qu’un divi- 


G 


.- On ne voit point encore d’ailleurs 





; AE 
seur d est remplacé par — 
D) 


s'offrir de parties de fonctions, mais elles se présentent en faisant 


1 
Z(x) => Enqgv 


Dans ce cas » est = —1(mod 4), et, en supposant d << d', on 


trouve 
1 


à Ride! 
Ce (— 1) ? cos —— 7x, 


D} 


A4 
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la somme ne comprenant que les diviseurs d, qui sont infé- 


rieurs à Va < 


» J'espère, mon cher confrère, que vous n’oublierez pas n'avoir 
aussi promis une Lettre arithmétique qui soulève un peu le voile 
dont vous vous êtes jusqu’à présent recouvert. Si vous le Jugez à 
propos, j'aimerais bien que celle-ci fût publiée dans votre Jour- 
nal, où je la ferai suivre de plusieurs articles sur divers sujets qui 
s’y rattachent et qu’en ce moment je suis obligé d’ajourner. » 





NOTE 


SUR 


LA THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Extrait de la 6° édition du Calcul différentiel et Calcul intégral 


de Lacroix; Paris, Mallet-Bachelier, 1862. 


On donne, comme on sait, le nom de fonctions algébriques 
aux polynomes entiers par rapport à une variable, aux quotients 
de ces polynomes et aux racines des équations dont le premier 
membre est une fonction entière par rapport à l’inconnue et à la 
variable. Les fonctions que l’on appelle transcendantes sont 
toutes celles qui ne rentrent pas dans la définition que nous 
venons de rappeler, par exemple les exponentielles et les loga- 
rithmes, les sinus, cosinus, tangentes d’un arc de cercle, ou les 
arcs sinus, arcs tangentes, etc. Les fonctions de fonctions que l’on 
obtiendra par des combinaisons algébriques de ces premières 
transcendantes seront encore évidemment des fonctions transcen- 
dantes, el l’on voit ainsi comment on peut, quoique sans utilité, 
en muluplier indéfiniment le nombre. C’est en quittant le champ 
de l’Algèbre et, en quelque sorte, dès l’abord du Calcul intégral, 
qu’on est amené naturellement et sans eflort à l’origine véritable- 
ment féconde d’une infinité de fonctions nouvelles, distinctes 
essentiellement les unes des autres, offrant pour chacune d’elles 
un ordre de notions analytiques propres, en même temps que des 
caractères communs qui les réunissent en grandes catégories, et 
dont l'étude approfondie est l’un des objets les plus intéressants 
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de la Science actuelle. Deux géomètres illustres, Abel et Jacobi, 

ont attaché les premiers la gloire de leur nom à cette étude, en 

posant les fondements de la théorie des transcendantes à dif- 

+ ; , ; : ; dx 

férentielles algébriques, dont les logarithmes f el les ares de 
nec r hi) ; (+. 12 L 

cercle { ———; forment les termes les plus simples et les plus 
1 — x? 

élémentaires. Après les logarithmes et les arcs de cercle, ce sont 

les fonctions elliptiques auxquelles donne naissance l'étude des 


Abe ar : + 
intégrales - » qui ouvrent la série des nouvelles 
Vi Rita) 








foncuions et en présentent le premier terme. Ce seront celles aux- 
quelles sera consacrée cette Note, et dont on va essayer de donner 
une première idée en présentant l’esquisse de leurs caractères les 


plus saillants. 


Propriétés communes aux fonctions circulaires et elliptiques. 


En rappelant tout à l’heure la définition des fonctions algé- 
briques, nous avons dit qu’elles comprenaient d’une part les 
polynomes et les fractions rationnelles, et de l’autre les racines des 
équations F(y,æ) —o, dont le premier membre est rationnel et 
entier, par rapport à la variable et à l’inconnue y. Dans le pre- 
mier cas, les fonctions ne sont suscepüubles que d’une seule et 
unique valeur pour toute valeur réelle où imaginaire de +, tandis 
que dans le second elles offrent autant de déterminations qu'il ÿ a 
d'unités dans le degré de l'équation supposée irréductible et qui 
sert à les définir. Une différence du même genre se montre entre 
les transcendantessimples, sinæ, cosæ, tangz el are sinx, arccosx, 
are tangæ, les premières ressemblant aux polynomes et aux frac- 
tions rationnelles, comme n'étant susceptibles que d’une seule et 
unique détermination; les secondes au contraire, en admettant 
une infinité, sont à cet égard comme les racines d'une équation 
dont le degré serait infini. Et il en est évidemment de même pour 
l’exponentielle e* et le logarithme qu'on peut considérer comme 
défini par l’équation transcendante ou de degré infini e — x. Ce 
rapprochement, qui s'offre au premier aperçu, se confirme et se 
complète par les remarques suivantes. Pour toute valeur réelle ou 
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imaginaire de la variable, on à 
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et du fait même de la convergence des séries résulte qu’en Îles 
arrétant à un terme suffisamment éloigné, les transcendantes se 
trouvent, avec autant d’approximation qu’on le veut, remplacées 
par des polynomes et des fractions. Tout au contraire, les déve- 


loppements 
x? æ3 a 
RE D ee 7 GS 
2 3 4 
; æ T0? 129-044 
ATCSINT = LE + — + — ca 
240 210 2400 
TX? PA x1 
ADCNLAHENe Dint RPEE EA ETR: 
; n) D 7 


ne subsistent qu'en supposant la variable moindre que lPunité, et 
l'assimilation approximative avec des polynomes n’est possible que 
dans un intervalle fort restreint. Enfin, et ceci est le point qu'il 
importe surtout de remarquer, par une seule valeur donnée, soit 
de l’exponentielle ou des fonctions circulaires, on en peut obtenir 
algébriquement ou même rationnellement une infinité d’autres. 
C’est ainsi qu’en trigonométrie rectiligne on calcule en partant de 
l’arc de 10” toutes les valeurs du sinus, du cosinus et de ‘là tan- 
gente qui figurent dans les Tables, propriété aussi remarquable 
qu'importante de ces fonctions, et qui découle des relations 
CREER S EX, 
SiIN(T+y)= sinx cosy + siny Cos?, 
COS(T + y) = cosæcosy —sinæsiny, 


tangr + tang y 


tang(x +y)=— 
s ee tang x tang y” 
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dont les seconds membres sont composés algébriquement avec les 
fonctions relatives à l’argument + et à l’argument y. Ces mêmes 
propriétés nous les trouverons dans les fonctions elliptiques dont 
elles constituent les caractères les plus essentiels, et nous les résu- 
merons en disant des nouvelles transcendantes, qu'elles sont des 
fonctions uniformes, à détermination unique, analogues à des 
fractions rationnelles, auxquelles on peut les assimiler avec 
autant d'approximation, et dans une aussi grande étendue 
qu'on le veut, des valeurs de la variable, et de plus que les 
fonctions relatives à la somme de deux arguments x et y s'ex- 
priment algébriquement par les fonctions relatives à l’argu- 
ment x et à l'argument y. Enfin, et de même qu à l’exponen- 
elle et au sinus répondent les expressions inverses, logæx et 


4 : dx dr : 
ATCS1D 2 lou Dien LC Re nous verrons, avec une infi- 
4 # 1— 2? 


nité de déterminations, s'offrir comme inverse des fonctions ellip- 


liques, l'intégrale d’une nature plus élevée 





1 ! dr 
VO—a)(— Ra) 


où la quantité placée sous le radical est du quatrième degré en x. 


De la périodicité dans les fonctions circulaires et elliptiques. 


Cette propriété importante manifeste d’une manitre toute par- 
uculière la différence de nature des fonctions qui la possèdent 
avec les fonctions algébriques rationnelles dont nous les avons tout 
à l'heure rapprochées, et leur imprime leur caractère le plus appa- 
rent en quelque sorte de fonctions transcendantes. C'est d’ailleurs 
par la périodicité que les sinus et cosinus interviennent dans presque 
toutes les questions de l'analyse, depuisles études qui ont pour objet 
les propriétés abstraites des nombres entiers, jusqu'aux applica- 
uons du calcul à la Physique et à l’Astronomie. Aussi est-il bien 
digne d'intérêt d'étudier à ce point de vue, dans la longue chaîne des 
nouvelles transcendantes, celle qui s’offre à son commencement et 
se Joint immédiatement aux fonctions circulaires, les seules con- 
nues pendant si longtemps. C’est au début de leurs travaux qu'Abel 
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et Jacobi firent simultanément la découverte capitale que les 
fonctions elliptiques possèdent deux périodes, une première qu’on 
peut toujours supposer réelle, et une autre qui est nécessaire- 
ment imaginaire. Jacobi démontra, en outre, qu'une fonction 
uniforme d’une variable ne pouvait posséder plus de deux périodes, 
et M. Liouville après lui, embrassant dans toute sa généralité la 
théorie des fonctions doublement périodiques, fit voir qu’elles se 
réduisaient aux seules fonctions elliptiques, et mit hors de doute 
la prévision de Jacobi, que ces fonctions résumaient en elles tout 
ce que pouvait présenter l'analyse à l’égard de la périodicité envi- 
sagée dans le sens le plus étendu. Nous allons dans ce qui suit 
nous occuper du mode d’après lequel se manifeste analytiquement 
ce fait si remarquable de la double périodicité, en commençant par 
étudier sous ce double point de vue la périodicité simple dans les 
fonctions circulaires. Mais, en premier lieu et en raison de son ca- 
ractère élémentaire et purement arithmétique, nous donnerons la 
démonstration de Jacob1 sur l’impossibilité d’une] fonction à plus 
de deux périodes. 


I. — Proposition de Jacobi, 


En désignant par a et b deux quantités dont le rapport soit réel 


et incommensurable, on sait par la théorie des fractions continues 
; ; a s taf ; 
qu'il est possible d'approcher de 7 par une infinité de fractions 


Ê m _. Lee re Fee 
rationnelles Fe de manière à vérifier la condition 


£ étant moindre que l'unité. De là on tire 


e b 
ar 


na — mb — 


Or une fonction ayant pour périodes « et b ne changera pas en 
ajoutant à la variable une somme de multiples de ces quantités par 
des nombres entiers, telle que na— mb. Comme le nombre n 


À QE AS se ; n . «a . 
peut étre pris aussi grand qu on veut, sans quoi 3 € serait pas 


: 7. eb x 
incommensurable, la nouvelle période na — mb — — peut être 


HIT 9 
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rendue plus petite que toute quantité donnée, et par là nous 
reconnalissons déjà qu'il ne peut exister de fonction doublement 
périodique où le rapport des deux périodes serait réel et incom- 


mensurable. 
C’est à cette même conclusion d’une période infiniment petite, 


ou du moins dont le module est infiniment petit, que nous allons 


parvenir en supposant trois périodes imaginaires : 


a=a+ay—1, 
b=p+$ V— E 
C=Y+Y Ve 12 
Je dis, en effet, qu'on peut déterminer une infinité de nombres 


entiers, M, ñn, p, tels quele module de am+ bn+cp soit moindre 


que toute quantité donnée. 
Considérez pour cela la forme quadratique ternaire 


f=(am+By+yz)}+(xx + By +3) + _ 


où À est une quantité réelle arbitraire et dont le déterminant sera 


(ap par 
DE nt 


Le minimum de f, pour des valeurs entières des indéterminées, 
À LA 2 As VE 
aura, comme on sait, pour limite supérieure (/2A, de sorte qu’en 
désignant par m, ñn, p ces valeurs, on aura 


(am+ên+Yyp}+(am+ Pr+yp}+S on, 


et, à plus forte raison, 
(am+bn+yp} +(x m+$Bn+yp} < V2A, 
S'il est donc impossible d’avoir à la fois 


am+$£ôn+yp—=o, 

a'm+$n+yp=o, 
ou bien 

am + bn + cp = 0, 


c'est-à-dire si a, b, c sont trois périodes réellement distinctes, on 
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reconnaît que, À croissant, À peut devenir aussi petit qu'on veut et 
qu'on parvient à des périodes dont le module, ainsi que nous 
l’avons annoncé, est indéfiniment décroissant. Toutefois, nous 
supposons que le déterminant de la forme quadratique ne soit pas 
nul. Mais, dans ce cas particulier, au lieu de la forme ternaire, on 
considérera la forme binaire 


D) 3 sas 
(ae + By ae + By + 
a+ a? 
Sous la condition 25 — 2 — 0, son déterminant sera le 


et ne pourra Jamais s’évanouir. Or, en supposant que le mini- 
mum soit donné pour + = m,y —= ñn, on aura 





(am+ Br)? + (x m + B'n)? + ii A le 
et a fortiori 
2 72 
(am+Bn)}+(xm+f$n) < LESC, 


de sorte qu’on pourra raisonner comme précédemment et parvenir 
à une période am + bn dont le module sera d’une petitesse arbi- 
traire. Ce cas particulier rentre d’ailleurs dans celui dont nous 
nous sommes occupé en premier lieu, car la condition af'— fa= 0 


; LATE a ; 
exprime que le rapport ——-— — ; est réel. 
ET 
II. — De la périodicité dans les fonctions circulaires. 


La notion géométrique de ces fonctions, leur définition dans le 
cercle, met en évidence immédiatement tout ce qui concerne la 
périodicité, tandis qu’au point de vue de l'Analyse pure, en pre- 
nant, par exemple, pour définition les développements 





x x = 
RE dan ren a4. 510 
x? æ# 

D Lot de à 


ce caractère si important semble beaucoup plus caché. Il n’en est 
pas autrement à l'égard de l’exponentelle considérée comme 
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Ne : TNUN PC 
la limite d’un polynome entier (: — 2) ;, ou comme la série 





Tee e CE es E EU ne Mais les fonctions circulaires sont 
susceptibles d’autres expressions où le caractère périodique appa- 
rait tout aussi immédiatement qu’en Géométrie, et qu'il est d’au- 
tant plus intéressant d’étudier que d’elles-mêmes, par une généra- 
lisation facile, elles conduisent aux fonctions plus élevées qui 
possèdent deux périodes différentes. Pour premier exemple, je 


prendrai le développement en produit infini 


(1) 


qu'on peut considérer comme la limite, pour m infini, du poly- 


e(r=e(i-?) G-2). (2) 
(1+2) (ie) (+ =) 


\ 


nome 


Or on voit tout de suite qu'on a 


ce qui donne, en supposant m infini, o@(x +1)=—v(x), d’où 
l’on conclut sin(rx +7) ——sinrx, et en remplaçant xx par x, 
sinm(x+r) —=— sinx, et, par suite, sin(r +27) —sinx. 


Nous serons conduit à un second exemple, en prenant la dé- 
rivée logarithmique des deux membres de l'équation (1), savoir 
I I 


I 
_ + —— +... 
LI CT — 9 A — 3 
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En changeant x en x +1, le second membre devient 


[ 
IEEE 
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et, par suite, se reproduit, car les fractions partielles n’ont fait 
que changer de place en s’avançant chacune d’un rang. C’est ici 
qu'on voit s'offrir par une généralisation facile la manière suivante 
de représenter une fonction ayant pour période une quantité quel- 
conque, à Savoir : 


p(Tr)ov(r—a)p(rx—2a)vo(r—3a)... 
p(T+a)p(æ+2a)p(r+3a)...; 
(M) or aNE dr) Ho(r —3a)+... 
+ToOrHa)+o(r+oa)+o(r+sa) +... 


La condition de convergence du produit ou de la série infinie 
est seule à remplir, et, si l’on peut y satisfaire en choisissant pour 
(x) une fonction qui soit elle-même périodique, on se trouve 
mené à l’expression d’une fonction à double période. Tel serait, 
par exemple, le développement 


I I I l 
+  ———— + ————— +... 
sin? sin(æ — «a) sin(T —24«) sin(T —3a) 





I I L 
+ ————© HE ———— + ———— — 
sin(T + &) sin(T+2«a) sin(T+3a) 


qui s'offre précisément dans la théorie des fonctions elliptiques, et 
qu'on prouvera facilement être convergent lorsque la quantité a 
sera imaginaire. Si l’on supposait a réel, les termes successifs de la 
série ne tendant pas vers zéro, la divergence serait manifeste, ce 
qui s'accorde bien avec ce qui a été dit précédemment de l’impos- 
sibilité d’une fonction à deux périodes réelles. 

Mais on peut ne pas employer l’intermédiaire d’une fonction 
déjà périodique, et parvenir à l'expression d’une série doublement 
périodique par ce développement doublement infini 


d'etr+ ma + nb), 


a et b désignant les périodes, m et n des nombres entiers variables 
auxquels on attribuera toutes les valeurs de — x à +. Et de 
même, au point de vue des produits infinis, une analogie immé- 
diate conduit à envisager des expressions de la forme 


T \ 
Il: vi TI 
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m et n recevant encore toutes les valeurs entières, en n’exceptant 
que la combinaison m—0, n —0o. Mais l’étude approfondie de 
ces expressions a révélé une circonstance importante autant que 
singulière. M. Cayley, dans un Mémoire sur les fonctions double- 
ment périodiques publié dans le Journal de M. Liouville, t. X, 
a fait voir que leur valeur dépendait essentiellement de la loi suivant 
laquelle on fait croître simultanément jusqu’à l'infini les nombres m 
et x. Par exemple, on obtient une expression analytique parfaite- 
ment définie et déterminée, en admettant la condition que met n 
soient les coordonnées d’un point contenu dans l’intérieur d’un 
cercle x? + y? = R? dont on augmente indéfiniment le rayon. Mais 
en remplaçant le cercle par une autre courbe, ce sera une autre 
fonction qui s’offrira à la limite, et au lieu de réaliser de la sorte 
des fonctions doublement périodiques, qui se reproduisent en 
changeant x en x + a et x + b, on parvient à des fonctions qui se 
reproduisent multipliées par un facteur exponentiel. Ces fonc- 
tions présentent en effet l’élément analytique fondamental sur 
lequel repose, comme nous le verrons, toute la théorie des fonc- 
tions elliptiques. Mais on remarquera que la prévision fondée sur 
l’analogie des expressions 


HE 
RE) 


ne se trouve pas justifiée, et que les secondes ne sont pas préci- 
sément les fonctions à deux périodes, bien qu’elles en fournissent 
les éléments essentiels. Ne pouvant exposer dans toute leur éten- 
due ces considérations délicates et intéressantes, nous allons tou- 
tefois en donner l’idée en nous bornant aux produits simplement 
infinis qui conduisent aux fonctions circulaires. 


INT. — Sur l’expression Il z (à + 2). 


Le fait principal sur lequel nous voulons appeler l’attentuon 
consiste en ce que ce produit n’est périodique qu'autant qu'on 
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l’envisage comme la limite déjà considérée, savoir : 


MA 0 
(2) (22) 


pour mr» infiniment grand. Faisons, en effet, 
(1) 


et concevons qu'on augmente indéfiniment m et n en posant la 


condition 
m = WA, 


w désignant une constante désignée à l'avance; nous allons mon- 
trer que pour n infini la imite de 9(x) dépend de w, et n’est pé- 
riodique qu’en supposant © —1. 

Soit, pour abréger, 
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l'équation (1) donne, en prenant la dérivée logarithmique des 


deux membres, 


(65 
() RENE 
o(æx) T—n z+m 
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on peut écrire 


o'(æ T T 
id > —— — > — + À, 
Sr) — nx—n? TL DIEU 2 


et il s’agit d'obtenir la limite du second membre lorsque metn 


: ù RACE a œ æ 

croissent jusqu’à l'infini. Or les séries ÿ —— — }; e 
T'ES mx + m? 

sont l’une et l’autre convergentes, ont séparément des sommes 


finies et donnent lieu par conséquent à des limites parfaitement 
déterminées, où la condition m — wn ne peut jouer un rôle. Mais 
e A \ F vor I I 
il n'en est plus de même à l'égard des séries De DE dont les 
ss M n 
sommes croissent indéfiniment avec mn et n, d’où résulte que À se 
présente comme la différence indéterminée de deux infinis, et il 
s’agit d’en obtenir la valeur. 
Nous représenterons à cet effet, par une intégrale définie, la 


A DEAN l . 
série + +...+ —; en partant de la relation 
1 


1 
DL æU1 dx = —. 
0 MH 
On aura effectivement 


1 
1 I I . Le 7740 
Re dr(i+r+...+aæm1) — ÂX —— ;, 
I D} m ue à I— # 


et 1l en résulte que la différence des deux séries semblables 


I F0 ; 
T7 ROC X DIE ar 
DE LE 


0 


et 1l s’agit de trouver ce que donne cette intégrale en posant 
m—wn, et faisant » infiniment grand. On y parvient aisément 
par cette transformation très simple 


On a, en eftet, 


fé O) /2 g\n 
di — qwn Fes Do ‘3 STE + 
Ms Pris _ ES = ——— "© — 
rr At 3 
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et, par conséquent, pour n infini, l'intégrale bien connue 


“ [o) 
er — e7 Z 
LR ——— = lo, 
rA 


10 
La quantité désignée par À, ayant ainsi pour valeur /w, ne s’éva- 
nouit qu'en supposant w —1,et, dans ce cas, l’équation (2) de- 


vient 
I | { 
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ot SE re — 
(x) D Æ —1 TX — 9 X — Im 








— Het ——; 
8% Sel) VER) DASET TT) 





et 1l est visible qu'on peut remplacer les deux séries infinies par 
cette seule série convergente 
DU DT DM 6 


I 
+ + — HE +. 
o(æx) CES ET x? — m° / 








dont la somme est rcotrx. Mais, en général, et en laissant entre 
m et n le rapport arbitraire w, on aura 


p(æ) 
2 = rCcOotrr + lo, 
w(æx) 


à 





d’où, 
fax aus — l'sinrx + xlw + const., 
p(x) 


et, par suite, 
DUC er Sir, 
C étant une constante. 
Ce résultat met en évidence le genre particulier d’indétermina- 


. . T e \ 
tion que comporte l'expression | | z(: 2e 2) et pourra servir à 
mm 
faire comprendre le fait analogue relatif au produit doublement 
ne 3% à PAL : 
infini Î \ z(i + ———— }) dont la valeur générale s'obtient en 
am + bn 


multiphiant par une exponentielle de la forme e#**+8t+Y une valeur 
particulière, déterminée en définissant par une courbe, comme 
nous l’avons dit plus haut, la loi suivant laquelle on associe les 
nombres entiers m et n, en les faisant croître indéfiniment. 
Mais, sous un point de vue plus général, on peut se demander s’il 
existe des fonctions uniformes et entières qui aient deux périodes. 
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Tel est l’objet de la proposition suivante due à M. Liouville, et 
dont l’illustre géomètre a fait la base d’une théorie complète des 
fonctions doublement périodiques (*). 


IV. — Proposition de M. Liouville. 


Elle consiste en ce que toute fonction uniforme f(x), possédant 
deux périodes a et b, se réduit nécessairement à une constante 
sielle ne devient infinie pour aucune valeur de la variable. Par- 
tons en effet de l’expression suivante, de toute fonction entière, 
uniforme, ayant pour période a, savoir : 


LICE 


—+ 0 
D 2m 
102) —= Ame de 
m 
— © 


La condition f(x + b) = f(x) donnera l'égalité 








RTL 2 TE FILS 
) Am € aie To = | Am € . 
[4 
. : . — 2m È 
et, si l’on multiplie les deux membres par e , on trouve, en 


intégrant entre les limites zéro et a, 





On en conclut que À, est nul, car en supposant imaginaire, ainsi 


| h De b . 
qu'on le doit, le rapport des deux périodes > On ne peut avoir 


iTb 
a 


2m 


€ 





— 1 que pour la seule valeur m—o. À, devant être sup- 
posé nul pour toute valeur de m, sauf nm — 0, on voit que f(x) se 
réduit à la constante A. 

Cette proposition, aussi simple qu’importante, nous fait voir 
que les fonctions à deux périodes seront nécessairement des trans- 
cendantes fractionnaires; elle rend compte & priori des singula- 





(1) On pourra consulter sur ce sujet l’Ouvrage de MM. Briot et Bouquet, inti- 
tulé : Théorie des fonctions doublement périodiques et en particulier des fonc- 
tions elliptiques, Paris, Mallet-Bachelier. 
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rités que présente la nature des produits doublement infinis 


æ 
æ (1+ — })) 
Il ( nr) 


et montre l'impossibilité de donner pour origine aux fonctions à 





deux périodes l'expression plus générale 


p(x)s(r—a)p(r—2a)p{ix—3a)... 


p(a+a)p(r+aoa)p(r +3a)..., 


en prenant pour (x) une fonction périodique entière. Mais ces 
expressions, si elles ne peuvent conduire aux fonctions à double 
période, nous amènent à celles qui leur servent de numérateur et 
de dénominateur, et c'es à ce moment qu’à proprement parler 
nous entrons dans l’étude des fonctions elliptiques. 


Définition des fonctions 8(x), H(x), leur expression en produits 
et en séries. 


Rien n’est plus important ni plus digne d’intérêt que l’étude 
attentive des procédés par lesquels, en partant des notions anté- 
rleurement acquises, on parvient à la connaissance d’une fonction 
nouvelle qui devient l’origine d’un nouvel ordre de notions analy- 
tiques, el un traité complet sur le sujet qui nous occupe ne devrait 
omettre aucune dés méthodes découvertes et suivies à l’égard des 
fonctions 0 (x) et H(x). Mais ici nous n’en indiquerons que deux, 
la première se liant naturellement à ce qui précède, et la seconde 
devant nous permettre de donner un aperçu sur les fonctions ana- 
logues, mais à plusieurs variables et d’un ordre plus élevé, qu'on 
nomme fonctions abéliennes ou -ultra-elliptiques. 


I. — Première mcthode. 


Nous adopterons désormais les notations employées par Jacobi 
dans l’immortel Ouvrage intitulé : Fundamenta nova theoriæ 
functionum ellipticarum, et nous représenterons les quantités 


qui serviront de périodes par K et £K’, £ désignant ÿ— 1. Cela 
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posé, en désignant par (x) une fonction entière ayant pour pé- 
riode 2K, nous considérerons, au lieu des expressions 


p(ær)p(x—1iK')p(x—21K')... 
p(æ +1iK')p(x +2iK")..., 


que nous savons ne pouvoir servir à la définition d’une fonction 
entièrement déterminée, la suivante : 


P(Tæ)=vp(r+iK')p(x +3iK')o(x + 51K')... 
p(—xr+iK)o(—x+3iK')p(—r+5:K')...… 


On aura d’abord 
P(rx+2K) = dP(x), 


et l’on trouvera ensuite immédiatement 


: o(— x —1iK 
P(x +—o2iK') = P(x) Rat, 

ox +1K) 
On n’a donc pas ainsi une fonction doublement périodique, mais 
ce nouveau type d'expressions conduit, comme nous allons voir, à 
des fonctions parfaitement définies et déterminées. 


Soit, par exemple, la fonction entière ayant 2 K pour période 





ce qui donnera 


CURE D — Tr +iK 
o(x+1K) 
En posant 
g=e "x 


on trouvera 
o[td+(am+i)iK]e[—x+(2m+ir)cK] 


: TV 
1 — LU RTRE COS (Pa ee STE 


et, par suite, 
d(æ)= (1—2g 008 R+s:) 
K 
x 1— 2q% cos 2 + gô 10 M Le 10 
K q K q Étoite 


Or il suffit que le module de q soit inférieur à l'unité pour que 
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ce produit représente une fonction complètement définie et déter- 
minée, car la dérivée logarithmique donne cette série 


D'(x) 27 TE 

D(xz) K K 
; À : 
d  ycos ge 1— 2q% cos = + q5 1— 2 q5 cos = + g10 
\ K K K 


qui, dans ce cas, est toujours convergente, quelle que soit la va- 
leur réelle ou imaginaire de la variable +. 
En introduisant en facteur une constante À, nous poserons avec 


Jacob: 
8(x) = Adb(x), 
ou bien 





2 K 
(e) E —) = A(1i— 2qg cos2x + q?) 
X (1—29q$cos2æ% + gf)(1—2gicos2x + g10).,.. 


C’est la première des fonctions que nous voulions définir; elle vé- 
rifie les relations | 


| O(z+2K)" —=8(x}, 


(1) NEC 
Ha = (E ) 
| O(x+2tK')—=—0(x)e K , 
qui servent de base à la théorie. 
En second lieu, soit 
PT NAS es 
TK! XL + L À) 


H(æ)=—1:0(x+1:K')e . 


on trouve immédiatement les relations toutes semblables aux pré- 
cédentes 
H(x+2K) ——H(x), 
(2) { nur x ; K’ 
BE UR eurent lus 


el, pour l’expression développée, la formule 





H (=) =: A.2V/q sinæ(i—2q?cos2x + gt) 
T 


X (1— 2g*cos2x + g8)(1—2qg$ cos2x + gl2).... 


C’est la seconde de nos fonctions fondamentales; en la divisant 
par la première, on obtient une fonction à double période, car, à 
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cause des relations (1) et (2), le quotient B(z) satisfait aux condi- 
tions 

HER eee H(x) 

8(t+2K) 8(x) 

LEE RUS à Hi 

8(t+4K)  O(x) 

H(z+2cK7) H(x) 

O(x+siK) 6(x) 


Faisons enfin 
O:(x) — 60 (a + K), 
HG CGrEEK), 
c'est-à-dire 





6: (=) = A(1+2g cos2r + g?) 


x (1+2gcos2x + g$)(1+2gÿcos2x + g19)..., 





€ à —_ 
H; (=) ni) Va COST ECO 20e ETS) 


x (1+2gtcos2x + g8) (1 + 2gfcos2x + gl?).... 


Ces deux nouvelles fonctions conduisent aux relations 


| O,(z+2K) — O1(x), 

(3) \ . iK' 
| 6,(r+e1Ky= 6 \m)e LG QAT ge 
| Hi(æ+2K) =-Hi(x), 


(4) RTS 
| H;(æ+o2oiK')= Hi(x)e RO rit 
Hi(xz) 8:(x) 
8(x)” O(x) 


à double période qui se lient chacune à la précédente à peu près 


seront encore des fonctions 








de sorte que les quotients 


comme le sinus au cosinus, et complètent le système des trois 
nouvelles transcendantes dont l’étude constitue la théorie des 
fonctions elliptiques. Nous allons les retrouver sous une forme 
analytique différente, qui les rattache aux transcendantes ultra- 
elliptiques à plusieurs variables et à périodicité multiple. Mais 
cette première méthode a l’avantage de donner immédiatement les 
racines en nombre infini des équations transcendantes qu’on ob- 


THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 143 


uent en égalant à zéro chacune de ces fonctions, savoir : 


OL 0; æ=92mkK+(2m+i)tK", 
HS; æ—=2mkK+2m'ik", 

0: (0, æ=(2m+i)K+(om+i)ikK, 
HET 0; æ=(2m+i1)K+om'iK", 


m et m' désignant des nombres entiers quelconques. Aux diverses 
relations fondamentales que nous venons de donner, nous join- 
drons encore celles-ci, dont il est souvent fait usage, 

Tox+ik 


0 (æ+iK')—=1H(x)e 


1 


iT 
2 ; —-(2%-+iK) 
H (x+1K')=:8 (x)e ?K | 4 


iT PP 
—(2X +04 K') 


@(æ+iK)=Hi(x)e ?K 


t : 

Hilo + iK!) = 0; Caen 

Enfin nous remarquerons que ces fonctions ne changent point en 
y remplaçant x par Àx, Ket K' par ÀK et AK’, de sorte qu’on peut 
particulariser l’une des périodes, prendre par exemple K — 1, car, 
de ce cas spécial, on reviendra immédiatement à nos expressions 
générales. Mais c’est une particularisation différente de celle-là 
que nous aurons à mettre en usage, et dont nous parlerons lors- 
qu’elle viendra naturellement s'offrir. 


II. — Deuxième méthode. 


La proposition de M. Liouville consistant en ce qu'une fonction 


IR AX 
2m 


uniforme entière Ÿ A, e “ , qui admet la période a, ne peut, 





sans se réduire à une constante, admettre une autre période b, 
conduit naturellement à rechercher l'expression analytique des 
fonctions à double période sous la forme fractionnaire 
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Essayons, d’après cela, de déterminer A, et B, par la condition 
27 Pi 2 nr (x +b) 
J'An € Ron nt € & 
FRERE nt 
ame 2 m NUE 
DB € É Je, € 


b désignant la seconde période. Faisant, pour abréger, 





2m su (x + bd) 
a 





Am € 





27 Hi 
{ 
) APE Ft 


et dans cette nouvelle égalité Les coefficients d’une même expo- 
iTX 
® 24 A x. A : , 2 
nentielle e  “ devront être égaux. Or on reconnaît immédiate- 


ment que ces coefficients seront les séries 


ges — 00 

> Au m D, g2/? er D Au B,, q2(u- m), 
m Fe 

LS qu: 


de sorte qu'en mettant pour un instant » au lieu de m pour indice 
dans le terme général de la seconde. on sera conduit à cette égalité 

o h) 2 
qui devra avoir lieu quel que soit u : 


—+ 
> Au m B me 2, Au-n Brq2ttn). 
m 


Il pourra sembler difficile de tirer de là les fonctions incon- 
nues À, et B, dans toute leur généralité; aussi nous bornerons- 
nous à chercher cette solution qui s'offre d’elle-même, et qui con- 
siste à obtenir l’égalité des séries en les rendant identiques. Nous 


poserons donc 
Au-m B» 142 — Au-n B, q2(u—) 


et nous imaginerons que À soit exprimé en foncüon de m, de 
manière que ces deux quantités puissent représenter en même 
temps la série complète des nombres entiers. C’est ce qu’on ob- 
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uendra en faisant 
n=m+k, 


k étant entier, et après avoir écrit l’égalité précédente sous la 





forme 
Ab =. B, 
on trouvera ainsi 
Apr s Bi+x . 


DAT SE 2 77) Bb} 


Mais devant sausfaire, quel que soit a, à cette condition, on 
pourra poser 
u—m—k=m, 


m' étant entièrement indépendant de m, ce qui donnera 


Anihe De B m+/e 


9 / us 9 y 
HA An MEL Br 


d’où l’on voit que chaque membre est une quantité constante. 
Ainsi les fonctions inconnues À, et B,, sont deux solutions de cette 
même équation aux différences finies 


& in+k 
RE Const. 
023 
+ PRES UL. ’ ju 
dont l’intégrale générale est 
m1? 
Eine Cul7L 
Zyn = À Uyn; 


« dépendant de la constante du second membre, et uw», devant vé- 
rifier la condition 


Un+k —= Un. 


Cette quantité x peut être particularisée, comme on le voit, 
sans restreindre la généralité du résultat, car 1l suffira pour la 
retrouver de changer dans la fonction x en x + $; nous la suppo- 
serons égale à zéro, et nous prendrons pour À, et B, les valeurs 
suivantes : 


A» — An A ii ; 


br} == db: aÂ, 
HU LI 10 
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les quantités Am et On Vérifiant les conditions 





: Œyn+k — Am) br er Dee 
Ainsi en faisant 
ue m? iT. 
Fra 2m 
P(T) = Anne PL 
m 
— © 
Le m iTa 
= D III ———— 
IH bee mec 
m 
00 





P(r) . , : 
le quotient : j sera | expression d’une fonction doublement pé- 


UH(zx 
riodique, donnée par notre analyse, et 1l s’agit maintenant d’étu- 
dier de plus près ces séries remarquables auxquelles nous sommes 
conduit pour le numérateur et le dénominateur. 

En premier lieu et relativement à la convergence, si l'on sup- 
pose, comme nous l'avons fait déjà, le module de 4 inférieur à 
l'unité, le nombre entier À qui demeure arbitraire devra évidem- 
ment être pris positif; mais, cette condition admise, les deux séries 
considérées comme procédant suivant les puissances quadratiques 
de j présenteront pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires 
dela variable la convergence la plus rapide, et dont aucun exemple 
n'avait encore été donné en Analyse. En second lieu et pour saisir 
de quelle manière se réalise la double périodicité dans le quo- 
tient, changeons x en x + b, par exemple, dans le numérateur. On 





trouvera 
m? iT 
Ne — 2m —(x + b) 
P(x + db) — > ama! e « ; 
ou bien 
m° TX 
D — "#2 771. 21771 
P(x + b)— À yn À k (22 de ‘ 


iT D 
en ayant égard à la valeur de 4j —e “ . Mais dans le terme gé- 
néral il est permis de remplacer #2 par » — k, puisque l’indice 


\ 


doit recevoir toutes les valeurs entières — à +; on trouve. 
ainsi él en 1AlS AD An F7, 


(mm — k)? ÎT à 


=—,  +2{(m—hk) 2(m—k) — 
b(r+b)= Yan ( L. 





mm? AT 
sn —k 2{(m—k) Gi 
= dm” e js 
ZLTT A nr? ITA 








: OK = 2 1 
une F Ù amy" e Ts 
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de sorte que la série primitive P(x) se reproduit en facteur. 
Nous écrirons cette relation fondamentale sous la forme suivante : 


ÎT 
k — 


P(x+b)=d(x)e #« 


(2x + b) 
9 
et en observant qu'elle à été obtenue sans rien supposer sur les 
coefficients arbitraires 4», nous y joindrons celle-ci : 
NAN RL 
IHÉERONE= LL(zr)'e one : 
Par là se manifeste de la manière la plus claire à quoi tient la 
double périodicité du quotient des deux fonctions D(z) et Il (x). 
Chacune d'elles admet la période &, et, lorsqu'on y change + en 
x + b, elles ne font qu'acquérir un même facteur exponentiel qui 
disparaît par la division (*). 
Bientôt on verra le rôle important que joue le nombre entier k 


qui introduit au numérateur et au dénominateur k£ constantes 
arbitraires d’après les relations 


m+k = Am) Or = 07. 


Mais nous devons dès à présent remarquer qu'il est impossible de 
satisfaire aux conditions 


P(r+a)—=D(r), 


Came fe 
Pr 0) = Pire 4 


par d’autres fonctions uniformes entières, que par la série précé- 
dente. Qu'on fasse, en effet, pour se placer dans cette hypothèse 
en vérifiant la première de ces conditions, 


HT 


P(x) =D 4» PPT 





(1) Dans le cas où Æ est un nombre pair, on remarquera la relation suivante. 
Faisons 
m° iT x 


SN ait 
CURE) E HIT R 


fonction qui ne diffère de Dd(æx) qu’en ce que les constantes arbitraires a,, sont 
disposées dans un autre ordre; on aura 





b° mir. 
o(z+2) =D (2) ee à RT 
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ou plutôt 
TU 
2m —— 


m °? 
AUHEDIENE CRAT. 


il viendra, en substituant dans la seconde égalité et en comparant 
les coefficients d’une même exponentielle, am — «am. Avant 
d'aller plus loin, nous nous proposerons dans .une courte digres- 
sion de dire quelques mots d’une généralisation aussi remarquable 
qu'importante des séries que nous venons de rencontrer. 


IT, — Aperçu sur les fonctions de plusieurs variables 
à périodicité multiple. 


Une fonction f(x, &+, ..., æn) de n variables peut être pério- 
1 7 7) P P 

dique non seulement par rapport à chaque variable considérée 

isolément, mais par rapport à leur ensemble, lorsqu'elle vérifie une 


condition de cette forme 


F(Ti+ Q, Ta+ do, ..., Dn+ An) = F(T1, Do, ..., Zn ): 


Sous ce point de vue plus général, on a d’abord cette proposition 
qu’une fonction uniforme de x variables ne peut admettre plus 
de 2n périodes simultanées (1). Mais il est extrêmement remar- 
quable et c’est à M. le D' Riemann, de Güttingue, qu’on doit cette 
belle découverte analytique, qu’à l’égard des fonctions uniformes 
ou bien déterminées, les 2 2 périodes simultanées ne peuvent être 
des quantités données «a priori, et indépendantes les unes des 
autres. Qu'on forme, en effet, avec n périodes simultanées conve- 


nablement choisies : 
di, @; CROOK) An: 


DID REED": 


S1» 52» EC | Sn) 
les n fonctions linéaires 


Xi= Gti bite... + giTn, 


ND —= A2 T1 + Dato+...+ Loln, 


> Cr Anti +On Lot... + SnEne 


(!) Si elle est entière, elle n’en peut admettre plus de n. 
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En posant 
f(X1, X, ….) X») = F(x1, La, +...) Tn); 


on aura une fonction transformée simplement périodique par rap- 
port à chaque variable, mais qui conservera n autres périodes 
simultanées, et c’est à leur égard que se manifeste dans toute sa 
simplicité la relation que nous voulons énoncer. Représentons-les 
par 

MESSE A 

Le dE SR LT 


GRO Ne CG 


La proposition de M. Riemann consiste en ce que les termes de 
ce Tableau qui sont placés symétriquement par rapport à la dia- 
gonale À,, B:, ..., G, sont égaux entre eux, ou, ce qui revient 
au même, en ce que les fonctions linéaires 


AT: - A To Sr à . se AD de 
Pr + B: 2 eu me . + per 


sont les dérivées partielles d’une même forme quadratique à n in- 
déterminées. 


Lé LA 


Voici maintenant la généralisation des séries relatives aux 


. 
O 
fonctions à double période, et qui donnent l’expression analy- 
tique des fonctions analogues à » variables et 2x périodes simul- 
tanées. 

Représentons la forme quadratique dont il vient d’être question 


DA CET 2e. Ta el posons 
2 (M4 Xi + Mo l'a + + Dour Ma...) 
454 Que Dhoieie TF0 AMP EAN 
P(T1; Lo, “..s Tn) DATE { À 


le signe Ÿ s'étendant à toutes les valeurs entières de —@ à + 
des n indices m,, M», .…, mn, et Le coefficient constant @,, mm, 
étant assujetti à la condition de reprendre la même valeur lors- 
qu'on augmente du nombre entier # l’un quelconque des indices. 
Cette fonction est évidemment périodique à l’égard de chacune 
des variables considérée séparément, et voici la propriété fonda- 
mentale qui la rattache aux séries elliptiques. 
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Désignons par &;, &>, ..., a, n nombres entiers arbitraires, 
on aura 








= PE DS 4 eh air +20o a+... + 9 (da, da, ..)], 


Cette relation ne contenant pas les constantes @,,, une 


N L0 doc Un 
autre série [(x,, æ+, ..., Æn), Où ces constantes auront des dé- 
terminations différentes, donnera de même 





I I do I do 

[] Dr) VOA 0) — — ; . Épae = : 

À > da; AUTRE Ce 
— RES To, > Le MiRPatriH2airs +... +9 (ds, 4,...)], 





; : GORGES CUT 
Il en résulte que le quotient RES > Tn) 
MORE RE 


fonction de 7x variables à 2x périodes, x d’entre elles égales à 


représentera une 


l’unité et appartenant séparément à chaque variable, les 7 autres 
étant les termes du Tableau dont on a déduit la forme quadratique 
o(%1, Lo, -.., &n). Elles résultent effectivement des égalités pré- 
cédentes, en y supposant successivement nuls, sauf un seul qu’on 
prendra égal à l’unité, les nombres entiers &,, a», .... ar. Nous 
voyons aussi figurer dans les séries un entier # dont dépend le 
nombre des constantes arbitraires qu'elles renferment; or ce 
nombre sera limité et fini, lorsque la condition suivante, dont la 
découverte appartient encore à M. Riemann, sera remplie. 
Soit 
P1; P2» …, Pn; 
EE Q>; 60 Jn; 


.…., . 


S1; So, CAGAOK; Sn) 


un système de #? constantes arbitraires, 1l sera nécessaire et suffi- 
sant que les fonctions 


f(ti + pi, To = Poe; cHspEs En + Pn), 
f(æi+ g1, Ta + 2, ONCE) Ch Qu): 


égalées à zéro ou à l'infini, n’admettent qu'un nombre fini et limité 
de solutions qu on ne puisse réduire les unes aux autres en ayant 
égard aux périodes. 
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C’est à Güpel et à M. Rosenhain qu'est due la première notion 
des séries dont nous venons de parler, et leur application dans le 
cas de deux variables, à l’expression des fonctions inverses des 
intégrales de radicaux carrés de polynomes du cinquième ou du 
sixième degré. M. Weierstrass, dépassant de beaucoup les résul- 
tats obtenus par ces deux illustres analystes, résolut dans toute sa 
généralité à l’aide des mêmes séries le problème de l’inversion des 
intégrales de radicaux carrés de polynomes de degré quelconque. 
Après lui, en suivant une voie toute différente, M. Riemann 
parvint aux mêmes résultats, et c’est dans le champ plus vaste en- 
core des transcendantes à différentielles algébriques quelconques 
que ces deux grands Géomètres se rencontrèrent en obtenant en 
même temps la solution du problème si général de l’inversion des 
intégrales de fonctions algébriques quelconques, l’une des plus 
belles et des plus importantes questions qui se soient jamais offertes 


en Analyse. 


IV. — Comparaison entre les expressions sous forme de produits 
in finis et de séries des fonctions O6 et H. 


Nous venons, dans un rapide apercu, de montrer le lien et l’ana- 
logie des séries qui donnent l'expression des fonctions doublement 
périodiques à une seule variable, et de celles qui conduisent aux 
transcendantes abéliennes les plus générales. Mais le cas le plus 
simple dont nous allons nous occuper exclusivement est le seul où 
ait lieu une décomposition en facteurs que ne comportent aucune- 
ment les cas les plus généraux où les séries renferment deux ou un 
plus grand nombre de variables. Le rapprochement de ces deux 
genres d'expressions se présente de lui-même, et résulte de ces 
relations qui ont été précédemment données et que nous réunis- 


sons ICI : 

PES 

@ (+2K)=— ® (x), 8 (z+0iK)—=—8 (xje K : 
SAT rl 

Hate K) =) H (+2:K')=—H(x)e K 3 
Bree 

Of(T+SK)—= «0, (r), O,(r+2iK')—= Bi(xje K à 
| (x + à K') 


H,(æ+2K) = —H(x), Hi(æ+oikK)= Hi(x)e K° 
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Comme on a évidemment 
E(x+4K)=0(x),, H(r+4K)=H(x), 


on voit que les fonctions O6 (x) et H(x) satisfont toutes deux à ces 


conditions 
PT ARE PCT), 


TE ee 
— — (x +2K') 


P(xæ +oitK)——D(r)e K ; 


et les fonctions 6,(x) et H,(x) à celles-ci, pour une raison sem- 


blable, 


iT 
_  —Z(r+iK) 
Pb(xæ+oiK')=Hb(x)je K ; 


Mais ce sont précisément celles que vérifie expression générale 


mm? ETC 





lorsqu’en supposant le nombre Æ égal à 2, on prend pour périodes 


AUS, 


PSE A 


Les constantes @,, se réduisent alors à deux, &, et a,, et, comme 
elles suffisent, ainsi que nous l'avons établi, à représenter la solu- 
tion de ces équations la plus générale par des fonctions entières, 
en leur attribuant des valeurs convenables, les fonctions 6,(x) 
et H,(x) seront données par la série 


m>? ATTA 27 2m+1)? Tax 


—- 20 Tr —+ 00 ( 5 A 
T. ë 
ÿ — ŸYn— ù IN ——— D | ETES (227 +1) —— 
dyn î D) e « — &o g'de K + &i q 4 e 2 K À 
AIT Jrè 
— © — © 


Cette détermination résulte d’ailleurs immédiatement des condi- 


tions 
0: (æ+92K) — 0, (ZT), 


H;(zæ+2K) ——H,(x); 


on remarque en effet que les séries qui multiplient à, et a, véri- 
fient respectivement la première et la seconde, de sorte qu'on 
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aura 





_ Lena ne 
as }), 


en désignant par & et $ des quantités constantes. Si l’on remplace 
les exponentielles par les lignes trigonométriques et la variable x 


2Kx 





par * on obtiendra ces développements remarquables 





. 2K 4 , ; 
x 0: ( }=1+92q cos2x + 2qtcos4x + 29 cos6æ +..., 
\ ir 





1 


D'COS TA 





5 Hi ( = 2Ÿ/g cosæ + 2\/q° cos3x + 2ÿq 


T 


2) 


\ 


T Ru 
En y remplacant x par æ + -, on en déduira 
dé P'ac P à 





2K7 
40 ( }=1—2q cosax + agi cosdæ — 2q 0086» +... 





2Kx k =. I . RE SAR 
sH( } = 2 Va sine — 2ÿ/ gi sin 3e + 2/95 sin5a —.. 


on trouvera que les deux constantes x et $ sont égales entre elles. 
Voici donc entre les séries et les produits infinis des relations d’i- 
dentité extrêmement dignes d'intérêt, et auxquelles bien d’autres 
méthodes pourraient conduire. Jacobi, le premier auteur de leur 
découverte, et M. Cauchy, en ont donné plusieurs qui sont tout à 
fait élémentaires, mais c’est surtout la suivante qui appartient à 
M. Cauchy, et présente ce caractère ainsi qu’on va le voir. 
Considérons avec lillustre Géomètre le polynome entier et fini 


= (be) g<)(iE g'z)... (gt ls) 
—= 1+ À,3 + A2 +...+ A, 31, 


(A 


-G 


—— 


La relation identique 


(L+z)v(gz) =(1+9g"3) o0(z) 
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donne cette suite d’égalités 
A1(1—9) EE Écrit AGE 


As(1—g?)= Ai(g —g"), 
A3(1— gg) = A:(g?— g"), 





(1 Le Jan CL ET jus 4 f .(1 — Je 

RSC ANNEE AC EX EE 
Cela posé, nommons un instant (2) ce que devient 2(:) en y 
Si lon fait 


2711 


remplaçant q par (es n par 27 et 3 par He 
P(z)=1+a13+a:232+...+ 89»2"/, 


on trouvera aisément a; au moyen de À;, et, en introduisant nr + à 
pour indice, on aura cette expression 


(i— gta)(t ns q'i2), ts ma 
(1 — qg?)(1 RU met LL) 


. — pin? 
An+i — 4 


Le nombre entier £ doit être regardé comme recevant toutes les 
valeurs de — n à + n, mais on peut se borner par exemple aux 
valeurs positives, car on vérifie sans peine la relation 
An—i — An+is 
il en résulte pour D(3) cette forme 
P(z)=a,3t+anti(st 1 + zn+1) 


+ Anpo(23% 2 3042) +, , + aon(1 + 327), 
ou encore 


dAn+1 





ete De En 


a 7t It 


D(s)= ans |i+ + st) +. |: 
Mais revenons à la valeur de D(z3) sous forme de produit, et ob- 
Q : Al? ? A € z « & et LA 
servons d’abord qu’en remplaçant g par g? et n par 2n dans (2), 
il vient 


(G+z)(i+g?z)(i+gtz)...(1+ gi 23) 
=[Q+z)(i+ ga)... (+ g2z)][Q+ gr) + aq2r+t 3)... (1+ gi 22)], 
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: .  _V z : 
de sorte qu’en mettant en dernier lieu grecs au lieu de 3, on trou- 


ae [fe ) (es) (+2) 


X[Qi+gz)(i+giz)...(i1+gtr-tz)|. 


vera 


Or on peut écrire autrement les facteurs du premier produit, en 


remarq uant que 


+= Si (is), 
% q q Z 
à 19 

D , 

iré=s$0+t) 
gd z 


cela donne pour P(z3) cette nouvelle valeur 


n À 3 2n—1 
= R(+t)(+t)... (ee ) 





\ 


(Lg) TE gs)... (ir ig el 7). 


Telle est la forme définitive du produit de facteurs dont nous 
avons le développement suivant les puissances de 3. En faisant, 


pour abréger, 


ant a is — TE 
q" dy 
c'est-à-dire 
2 TR OT PA PR 
| High) QE ge) 
en nr Gale QU 7") 


(1 — HT ON —— JE): AN AE q2u+i)? 
l'i | ST ] x © , . 9 r . . . 
identité algébrique que nous venons d'obtenir s’écrira ainsi 


à 3 2/7—1 : 
(1-7) U+T). (+1) 
Z z , Z 


(+ gz) (+ gs)... (+ gt1z) 
= Al: EUR Mg(z+ 271) FLE aq" (2? horde Ang" (z" TE 257)]; 


et par suite, en faisant 3 — e?i?, 


(1+ 29 cos2x + qg?)(1+2q%cos2x + qg$)...(1+ 2g?2%1 cos2x + gt?) 


= Ah(1+ 2019 COS2% + 20294 COST +...+ 20,g" COS2NX). 
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Orona pour 7 infini 

. I 
= ——— ———————————— ; 
GS À Cort D À Co ACL dem A 


LEA 


An 


et l'identité algébrique fournit l’importante propriété de la trans- 
cendante @,(x), exprimée par la relation 


(1+2g cos2æ + q?)(1+2g3cos2æ + qg$)(1 +25 cos2æ + g10)... 
1-29 0COS27 TE JNCOSME 29 NCOs CEE 
" CE TEE Re 
Ce résultat nous conduit à préciser complètement la définition 
première que nous avons donnée des quatre fonctions 8 (x), H(x), 
O,(x), H,(x), en les représentant par un produit de facteurs 
affecté d’un coefficient À resté jusqu'ici arbitraire. Nous ferons 
désormais 
AE (1e 92) T7 CT ETES 


et nous aurons de la sorte 





2Kr\ e : 
0: ) —= 1429 COS2%+2q* COS4ATE 2 COSOT +... 


\ LA 


En partant de là et à l’aide de la relation 


IT .— 
— (2x +iK') 


O,(æ+iK')=Hi(x)je 4% 


on aura ensuite 


1 





D KES D RES 4/28 
H: ( } =2Vg cos + 2/q% cos3æ + 24% cos5æ +..., 


T 
\ L 


T 
et ces deux formules, en y changeant x en x + —, donneront 


d] 





2Kxr ; ; 
Mig COS 244 COS AR —-29) COS 02... 
Te 








T 


2Kxr ÉVSrRE, 16/ Ne O 4 Etui 
H } = 2 Va sine — 2ÿ/p sine + à Vq5 sine —.. 


T'elles sont sous les formes de produits infinis et de séries les trans- 
cendantes dont nous allons établir les propriétés. 
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I 


Des deux formes principales que peuvent prendre parmi une 
infinité d’autres les fonctions ©, H, etc. 


Ce point touche à la plus belle partie de la théorie des foncuions 
elliptiques, à la théorie de la transformation, que les bornes de 
cette Note ne nous permettent point d'aborder. Mais, indépendam- 
ment de leur intérêt propre, les formules que nous allons établir 
et qui donnent cette transformation spéciale des fonctions 6, 
H, etc., où l’on remplace l’une par l’autre les quantités K et :K’, 
nous seront indispensables plus tard, et nous devons d’autant 
moins les omettre quil est extrêmement facile d’y parvenir, 
comme on va voir. D'ailleurs, on sera mis ainsi sur la voie de la 
recherche analogue et plus générale, où l’on remplace K et :K 
parmKk+miK',nK<+n'iK',m,m',n,n/ désignant des nombres 
entiers, et qui constitue le sujet même de la théorie de la transfor- 
mation. Dans le cas où mn'— m'n— 1, on est amené à ce que Ja- 
cobi nomme la théorie des formes en nombre infini des fonctions 
®, H, etc.; mais, parmi toutes ces formes, ce sont celles que 
nous allons établir et dont nous aurons à faire usage, qui méritent 
d’être particulièrement distinguées. Posons 


Tr x? 
(ACER) 67) 
n (x) = et EE H (x), 

Gi ee 


b,(æ) = etKK' 6,(x), 
EC NE PUR 


on verra immédiatement correspondre aux relations fondamentales 
propres aux fonctions 6, H, 6,, H,, à savoir : 


(e (æ + K) — 6; (æ), 
Ca En e (x), 
Hi(x + K)=—H (x), 

Mr ee 

On LKR EL (r.),e de ; 

(b) PEMNZÆETK )= 60 (x) PRE a 

\ mir x +ikK' 

| @(æ+1iK')—=H;(x)e RS A 

és 2x +iK' 

H;(æ+ikK')=®; (æ)e FR ï “ 


\ 
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celles-c1 : 
REA EE Per (TR 
Le (æ+iK'")=10(x), 
(c)* ( un 
RS 
m(zæ+iK)=0:(x), 
Tor +Kk) 
DUR NU.) ee à, 
+K) 
K ) — 
(d) n (æ + K) 


TH 
EAN ONE NE ANT 


. ES ET 
— 
= 
PR 
S 
7 
Q® 
Fr 
La 


Cela posé, remplacons les équations (a) par les suivantes, qui 
évidemment leur sont équivalentes : 


8 (æ—K)= Bi(x), 

| FR ee 
(0 | Bo a KI CO 
Hide Rte. 


Alors, en comparant les équations (a!) et (b) aux équations (c) 
et (d), on remarque que le second système de relations coïncide 
avec le premier lorsqu'on y remplace d’une part 


respectivement par 


et de l’autre 
te) nr) Mie), nf) 
par 


Hi(æ), = H(a Bi(x), O(x). 


Les nouvelles fonctions que nous avons introduites se trouvent 


ainsi ramenées aux anciennes et, si l’on remarque que par le chan- 
K' 
72 e 7 TT d 7” . , be 
gement de K en #K', et de :K' en — K la quantité g—e  de- 
k 


vient go —e  “, on aura en conclusion les expressions suivantes, 
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où M et N désignent deux facteurs constants : 





1° (2) — M2 Vascosær(i+2q2 COS2T + gé) 
X (1+2g%cos2x + g$)(1+ 2qê cos2x + gqgi?),..., 
} = Mer Vas sine (1 — 29à COS27 + qi) 
<(I—2q$cos20 qi )(l— 298$ c0o82% + qi), ..\, 
Û, = = M.(1+2g0cos2x + qi) 
x (1+2qgàcos2x + gf)(i+2gécos2x + gi), ..., 
Ni } = MG — ag COS2T + gÿ) 
x (1— 298 cos2x + gf)(1—2g$ cos2x+ gi), ..…., 


‘  K' ï 7 RE EVE ‘ % A _ 
2° (2) NS Va COST + 2 Va? COS3T + 2 V0. COoS5T ne 





N T 
4 21K'x7\ He V Jim LRU BI STE 
in ( = ]=N ( Vaosinæ — 2 98 sin3æ+ 2 Vgis sine —...), 
4 


21K x 

9, }= NU ogueos2æ + agé cos{r +2q} COS6T +...), 
21K'xr ; 

M: en — N(1==-29000527 296 COS = 29) cOsS0D TT ,..). 


Le principal intérêt de la seconde forme analytique qui nous 


est ainsi donnée par les quantités Ü(x), n(x), elc., consiste en 
L , . . . 2Kxr , . e . 
ce que l’on introduit, au lieu de ——; l'argument imaginaire 
T 
21K°% 


Lu 
de 


et l’on peut suivre la marche des fonctions, que l’argument soit 
P ; 5 


- En supposant K et K’ réels, on a donc sous forme réelle 


lui-même réel ou multiplié par ÿ—1; bientôt on en verra une 
apphcation. 


Propriétés fondamentales des fonctions 6 et H; définition 
de sinamz, cosamæx, A am. 


En employant dans ce qui précède la considération de la fonc- 


2 Diroe 
, #5 2m 
P(XT) — ; And € ( 


pour le cas de £ = 2, nous avons supposé 


ton 





LUN, 
bi=297K;. 
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Désormais nous garderons pour périodes ces deux quanttés, et 
nous ferons par suite 


avec la condition 


Eyn+kb —= din; 


ce qui donnera, comme nous l’avons établi, la manière la plus 
générale de satisfaire par des fonctions entières uniformes aux 
deux conditions 

| P(z+ 4K)= P(x), 


) _AIT 
| p(æ+oiK)=d(xr)e 2 





(x +-iK') 


Cette solution générale renfermera donc pour £ = 4, par exemple, 
quatre constantes arbitraires, que l’on mettra en évidence en dis- 
tinguant ces quatre formes de l’indice m, m— 4n, 4n +1, 4n+o, 
An +3, ce qui donnera 














ou bien, pour abréger, 
P(r)= a Po(r) + a Pi(r) + abat) + az Pa(T). 
Par là on voit que, dans le cas où 
P(æ+2K) = (x), 
la solution est représentée par 
P(x) = a Por) + à Pa(x), 


et ne contient plus que deux constantes. 
De même, en supposant 


P(T+2K)=—HD(x), 


v 
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on aura avec deux constantes arbitraires seulement 
Pr) = à Pi(r )+ a: Pal). 


Ainsi nous avons la manière la plus générale de vérifier ces deux 
systèmes de conditions, savoir : 


{| P(x+ 2K)= P(x), 
[. io 
| P(x +oiK) = P(r)je K 


(x +iK') 


P(r+ 2K)—=— (x), 
(fie PPT 
APT LorK)= bi) e KE 


Cela établi, nous remarquons qu’en élevant au carré les deux 
membres des diverses équations fondamentales de la page 152, 
les résultats sont précisément de la forme du premier de ces deux 
systèmes. Nous en tirons cette conséquence, qu'en désignant 
par a, b, etc., des constantes, on aura 


O2 (x)=ab,(x)+bP:(x), 
H(x)= c Pix) + dP,(x), 


et en changeant ren x+Kk, 


O(r)= aPo(r)— b Pix), 
Hi(t)= cbi(r)—db,(x). 


En second lieu, si l’on multiplie membre à membre, soit les deux 
premières, soit les deux dernières de ces mêmes équations, c’est 
à la forme du second système qu’on se trouve amené, par suite 


on a 
8(x)H(r)= Adb(r)+Bp;(x), 


À et B désignant de nouvelles constantes, et cette relation donne, 
en y changeant x en x + K, la suivante : 


Bi(x)Hi(æ)=iA bi(r)—iB (x). 


De là se tirent, parmi bien d’autres conséquences (!), les relations 
aigébriques et différentielles de nos foncuons. 


(!) Notamment la transformation du second ordre. 
H. — II. II 
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I. — Relations algébriques. — Du module et de son complément. 


Deux équations linéaires entre les carrés 0?, H?, 0}, H° résul- 
tent évidemment des expressions de ces quantités par D,(x) et 
P,(x). L'une d'elles pourra être présentée sous la forme 


@2(æ7) =aH?(x) + a H?(x), 


a et a’ désignant des constantes que nous allons déterminer. 
Pour cela faisons ces deux hypothèses x = o et x — K; comme 
on a, d’après les formules de la page 143, H(o) = 0, H,(K) —o, 


il viendra 

ee e?(K) 
 "H2(K) 

RAC 
ni 


Mais on introduit au lieu de & et w les quantités suivantes : 





TENTE 

O?(K) 
"RO 0, 
Ê = &tR) 


et comme la relation 
H(z+K)— Hi(x) 


donne 
HART CO. 
on aura 
I A à 
a — LA œ ne 
d’où 


KO (= Hi) Hi (x). 


Cette première relation obtenue, la seconde en résulte en y 
changeant x en x +:K'; si l’on emploie à cet effet les formules 
données page 143, 1l viendra, en supprimant le facteur expo- 
nentiel, | 

— KH?(x)=—68?(x) + k082(x), 
ou bien 
(IA) K67(x): 


Ces deux équations représentent d’ailleurs toutes les relations 
algébriques possibles entre nos quatre fonctions ; elles conduisent 
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à la notion des quantités que nous avons désignées par Æ et {', et 
dont les racines carrées s'expriment en série de cette manière : 


TRE US UNDER OCR SET At 
O(K) [+—og—+ogt+2g +oqgli+... 

PR RO PRE CRE Par HR 
CRUE SEC SET DEEE DER ECSERTE 


La première, k, s'appelle le module de 6(x), H(x), 6,(x), 
H,(x), et la seconde, £', le complément du module. Considérées 
par rapport à g, ou plutôt en faisant 


q — erroe 


par rapport à la variable w, ces quantités constituent un genre de 
fonctions analytiques entièrement nouvelles et de la plus haute 
importance parmi les fonctions d’une seule variable. C’est prin- 
cipalement en Algèbre, dans la théorie des équations, et en 
Arithmétique, dans la théorie des formes quadratiques à deux in- 
déterminées, que la considération de ces fonctions a suggéré 
d'elle-même des points de vue tout nouveaux et ouvert des voies 
fécondes, où ont été obtenus les plus intéressants résultats. Les 
bornes de cette Note ne nous permettent pas d’entrer dans ce 
champ déjà si étendu de belles recherches, mais ce que nous 
dirons à l'égard des fonctions 6, H, etc. servira de préparation 
suffisante pour lire les Mémoires spéciaux qui y sont consacrés. 
C’est de ces fonctions, en effet, étudiées à la fois par rapport à x 
et w, que découle tout ce qui concerne # et £' qui contiennent 
seulement w, etil ne semble pas possible, dans l’état actuel de nos 
connaissances en Analyse, d'arriver à toutes leurs propriétés en 
partant uniquement de leur définition comme quotient des séries 
données précédemment (!). 


(1) Poisson et M. Cauchy sont arrivés, par deux méthodes différentes, à cette 
identité : 





V—iu (1+ 2ei70 + 2 gite LE 9 eoiru LE, ,) 


4 


( er Dur Er ) 

= \i+2e W+9e WW +oe DE Le 

qui conduit à des propriétés fondamentales des modules considérés comme fonc- 
tion de w. Mais il n’est possible de tirer de là que la transformation pour le pre- 
mier ordre, et aucune autre voie pour parvenir aux équations modulaires ne 
s’est encore offerte que celle qui a été donnée par les fondateurs de la théorie 
des fonctions elliptiques. 
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On se rendra compte, jusqu’à un certain point, de cette diffi- 
culté, en observant que k et k' n'existent comme fonctions de w 
qu’autant qu’en supposant cette variable imaginaire et de la forme 


w = a+ib, 


6 est essentiellement différent de zéro et positif. Ge sont donc 
véritablement des parties de fonctions qui, dès lors, échappent à 
beaucoup des méthodes les plus habituellement employées. Ainsi, 
il n'existe pas pour Æ et k' de développement suivant les puissances 


de w, et si l’on fait 
O = Oo + h 


pour pouvoir employer la série de Taylor, voici encore les circon- 
stances particulières qui viennent s'offrir. Les quantités 4 et #' 
sont déterminables par la résolution d’une équation numérique, 
pour une infinité de valeurs de w, telles que 


__A+V—B 


Op — C © 


A, B, C étant entiers, et B essentiellement positif; mais, si l’em- 
ploi de ces valeurs initiales, en faisant w = w, + h, donne pour 
premier terme des séries une simple irrationnelle numérique, les 
termes suivants sont nécessairement des transcendantes. Ainsi, par 
exemple, pour w, = t, on aura 


k = k' 





if I 
=? or 
V2 V2 


et, en prenant w — & + h, ce sera l'intégrale 


1e dx 
0 Vi rt 


qui entrera dans tous les coefficients des développements de # 
et #, suivant les puissances croissantes de k. On voit par là com- 
bien on est éloigné des séries qui définissent les transcendantes 
simples, où les coefficients sont toujours commensurables. Mais, 
sans nous étendre plus longuement là-dessus, et pour revenir à ce 
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qui concerne notre sujet, nous allons justifier les dénominations 
de module et de son complément, données à Æ et #', en démon- 


trant cette égalité 
kK2+ k2 = 1. 


Les deux relations que nous avons obtenues sont 


k@?(x) = H(x) + kL'H?(>x), 
OAx) = AH(x)+k'0f(x). 


Faisons dans la seconde x = K, après avoir divisé les deux mem- 
bres par @?(x), en remarquant qu'on a 


et, par suite, 
0.(K) 2 O(0), 


on trouvera précisément l'égalité qu'il fallait démontrer. 
Il en résulte cette relation entre les séries infinies 


J. 


(2 Vg +2 Vgs +295 +2 gs +...) 
DU PO EN ONE 7 ——..) 


Ne 10 0 iQ IE"; )#r 


qu'il est extrêmement facile d'établir directement à l’aide des 
propositions arithmétiques connues sur la décomposition des 
nombres entiers en quatre carrés. Mais, laissant encore de côté 
ces questions, nous allons compléter ce qui concerne la défini- 
tion même de Æ et £/ dont nous avons obtenu les racines carrées 
comme fonctions uniformes et bien déterminées de w. Jacobi a fait 
voir que les racines quatrièmes possèdent la même propriété en 
donnant les formules remarquables que nous réunissons ici : 


LT 4 TJ JO 0e 
1. SNA RER es 
k D men gequ 
Le V2 Vg HR 9 Se 
CN es ed tite 
d. RACE rang epyr ten 
= 1+—q + Gi + gi +... 
‘a Te TE 


Do qu 2 QUES 
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Les lois de ces séries sont données par ces formules où le signe D 


s'étend à toutes les valeurs de l'indice nr de — & à + , savoir : 


de . 4 (— j)7 Je 
1e Vk = V2 Vg D 


n?+n 3n+n 


DA NO E 


: L FE y > TEL 
è —= 2} q 








2 n2+n 
q 


— 
ts D = 1)" Her 


(— 1)? Je 


4. — RD 


2 Ü 


qqn” 


En second lieu, et pour le complément du module, on a 


{. Pipes RER EE Te 
SC RU GR CPS 
9 Por) Lam Lam) am Ut me où 


nn lt me 00 Dur Ve 


9 20 2 OR ONE RUES 
| 1—2g?+2q8—oqt8+92qs?—... 


ñ D eat en Rec A7 LE LP MERE 
| 1+2g+2gt+2qg +2qts +... 


ou, en mettant en évidence les termes généraux, 
- 3n?+n 
(— F)# q 2 
rx D 
1. VA n+n 3n+n 
> (— 1) 2 q 2 
> (— 1)# GAME 
PA RE 
ù she 
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D (— 1)2 ge 
> (— L)7 see 
— 

D = 1) gare 


Er 


Ps. LE . Ne ; 
La quantité Vkk:! qui Joue aussi un rôle important est donnée par 


kr 
a 


F4. \ 


= 


rs 
I 


le développement de forme semblable aux précédents : 


a 


qgÙ 
PL 


II. — Définition de sin amx, cosamæ, A amx. 


Equations différentielles. 


Posons 
PR (a) 


| Vx 8(æ) 


Li) 
rs Æ (x) 


4e — OU 
M co 





Les relations algébriques obtenues précédemment, et qui sont ho- 
mogènes par rapport aux quatre fonctions, donneront 


u2 + p? = 1, 
ku? + w2 = 1. 
La première conduit à représenter & par un sinus, ? par un cosi- 
nus; c’est ce qu'a fait Jacobi, et, en adoptant les notations de lil- 
lustre géomètre, nous poserons 


u = sin am?, 
COS AM, 


D \amr. 


Le sinus, le cosinus et le À de l'amplitude de la variable x seront 
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ainsi les trois fonctions doublement périodiques fondamentales. 
Nous voici amenés maintenant au point en quelque sorte le plus 
essentiel de la théorie, où l’on a pour but de les définir par trois 
équations différentielles. 

Considérons à cet effet la dérivée de uw, à savoir : 


du _» 1 H(xr)8(z) —H(x)8/(x) _ (x). 
dm JR DU 6%r)  B(&) 


Cette dérivée, comme la fonction elle-même, admet la période 
21K'et ne fait que changer de signe lorsqu'on change x en æ +2K; 
ayant donc pour le numérateur la valeur 


du 
P it + 
on tirera immédiatement des relations 


82(z+2K) —868?(z), 


2 TT (x+ik) 
6?(x +a1K9D=8!(r)e nK que 


auxquelles donne lieu le dénominateur, celles-ci : 


P(z+2K) = P(x), 


2 T(x+iK) 
K , 


P(z+oiK )=P(x)e 
Or, d’après ce qui a été précédemment établi (p. 160 et 161), on a 
Pa) = à Pi(x) + as bs(x) = mO(x) H(x) + m3 6,(x) Hi(x), 


m et m, désignant des constantes. Observant donc que w change 


; : du ; x 
de signe avec z, et que, par suite, — est une fonction paire, on 
dx 


voit que la partie impaire mM@(x)H(x) doit disparaître; ainsi 
m = 0, et l’on a simplement 


Pb(r)= m01(7) Hz). 
En divisant par 06?(x) et faisant 
mm k LE 
TAN. 


il viendra 
du tn he 
Se Ne u Vi — u?)(1— ku?). 
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Cette constante LL représente, puisque la fonction w s’évanouit 


sin am? 


avec æ, la limite du rapport pour æ = 0, limite qui dé- 


pend en général des quantités K et K’. Mais nous avons précé- 
demment remarqué que l’expression des fonctions 86(x) H(x) ne 


; ARE, CU 
changeait pas en y remplaçant +, K, K' par —, —, —, et que cette 
< ; up 
circonstance serait utilisée pour particulariser d’une certaine ma- 
nière les périodes. D’après cela, nous allons introduire une rela- 
À : k ; ; Lip TM SIR AE 
tion qui aura pour effet de rendre égale à l’unité la limite Me 


afin de rapprocher en ce point essentiel le sinus d'amplitude du 
sinus trigonométrique. Ayant 





agite (: ST cie Te : (: 2 q+C0s = + ) 
E S MTAGCOS=—S w == DEC = .. 
CAT 7 RUE }( 4 Ro 





sinam(æ) I 


SE ? 


T ne. Ta À TT à 
k PORC SE 0 EN NME NES Ne D TE 
K K 
nous ferons, pour æ = 0, 


LI = —— ° 


V4 K (gg )}ir + g$)? 


ou bien 








V£EK ee [= me er 
T 1 (i—qg)(t—g#)(i— g5)... 
Ainsi, en admettant que les quantités K et K’ vérifient cette condi- 


ion, nous aurons 
du 
— = 0 W: 
dx 6 
c’est la première des relations différentielles que nous voulions éta- 
blir. Les autres en découlent à l’aide des équations 


HA VIENT, 


Ru? + w2— 1, 


et sont 
do 
Dre = — UW, 
d 
fé — — uv 


dx 
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Plus généralement, on aura 
di u 
sn 2 
da?n+i (&o + au? + u* +...+ an ur) vw, 


d2r u ; 
= (Ao + Au? + Agut+...+ A Lun) u, 


dx?" 
les coefficients étant des fonctions entières de Æ2. On en déduit ce 


développement qui subsiste entre les limites — 1 et + 1 de la va- 





riable, et où l’on a fait 
I I 
= —(k+ - 
! | 1) 
me Te 
= æz—9ko + 4 K2( œ2 à 
Care rune pts mas 
T9 
20 


l 
— 8k3(a8 +334) a + 16 £4 (at + 30642 + 189) me 


11 
— 32 k5(a5 + 2766 à3 + 82894) RE 


On trouve de même 
D —=I— + (1+ 442) de (+ 442 + 164 7 
#) 1.2 5 . ait 4 AUS 112: E0 
8 
+ (1 + 408 À? + 9124 + GE A 
x? Fi 3 
PT 2 k2(4 + k2 210 4 K2 a 
Face me Aa Een mc AU ER Er 
8 


I. 
+ (64 + 91247 + doB Et + KE) —T— 


M. Gudermann (1) a fait la remarque qu’on pouvait poser, aux 


termes près du cinquième ordre, 
tu sin (æyi+Æ#) 
Vi+ x 
et 
Pi ICOS COS LT, 


en négligeant seulement z', ce qu'on vérifiera sans peine par le 


développement. 
Voici donc une nouvelle et complète définition des trois fonc- 
tions doublement périodiques, en joignant aux équations diffé- 


(1) Journal de Crelle, t. 19. 
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rentielles les valeurs initiales u — 0, ÿ — 1, w — 1 pour x — 0. En 
particulier, la fonction sin am(x) sera déterminée en posant 


ue du 
ne Cie D) Ge) 


et c’est cette intégrale, ou, plus généralement, 


F(u) du 
me 1— Au?) 


en désignant par F(w) une fonction rationnelle, dont l’étude a 





ouvert la voie pour parvenir aux fonctions elliptiques. On recon- 
nait ainsi l’origine de cette expression de fonctions inverses, dont 
nous avons plusieurs fois fait usage, puisque « est la fonction in- 
verse de l’intégrale dont la valeur est +, et l’on peut juger quel 
long enchainement d'idées et quels efforts 1l à fallu pour parvenir 
de là aux notons de fonctions doublement périodiques et aux sé- 
ries qui nous ont servi de point de départ. Mais ce long travail à 
été fécond pour la Science; c’est comme conséquences de ces re- 
cherches que nous ont été acquises plusieurs notions analytiques 
entièrement fondamentales, et en particulier ce que nous savons 
sur le mode même d'existence des fonctions intégrales. Après avoir 
trouvé, par exemple, que sinam(x) ne change pas lorsqu'on 
change x en x +4mKkK+2m'iK', met m étant des nombres en- 
uers, on a dû nécessairement rechercher dans l'intégrale 


du 
= u2)(1— Au?) 


la raison de cette sorte d’indétermination qui donne naissance à la 
périodicité dans la fonction inverse. M. Cauchy, dans son Mé- 
moire sur les intégrales prises entre des limites imaginaires, avait 
donné les principes essentiels de cette étude si importante; elle 
a été complètement faite par M. Puiseux, dans un excellent travail 
intitulé : Recherches sur les fonctions algébriques (Journal de 
M. Liouville, année 1850), et auquel nous renvoyons le lecteur. 
Ün autre résultatencore consiste dans ce sens plus complet et plus 
approfondi, que l’on a été conduit à attacher en Analyse à l’expres- 
sion même de fonction, en reconnaissant et en caractérisant, 
entre les divers modes de dépendance de deux quantités, des dis- 
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tinctions essentielles et dont les recherches auxquelles a donné 
lieu la théorie des fonctions elliptiques ont montré toute limpor- 
tance. Ainsi ont été proposées ces questions dont l’objet est de 
reconnaître dans la définition même d’une fonction, donnée, par 
exemple, par une équation différentielle, si elle est uniforme ou 
non, et dans le premier cas si elle est entière ou fracuonnaire. 
Les résultats les plus beaux par leur grande généralité qui ont été 
obtenus dans cette voie sont dus à M. Weierstrass (!) et à 


M. Riemann (?). 


IL. — Des quantités K et K'. 


En particularisant les périodes de manière à rendre égale à 
AULRR Ne sin am æ : ! . 
l’unité la limite du rapport ee D OE infiniment petit, nous 


sommes parvenus à l'expression 





VAK _ 


x pr TD = 70) alle 
: Va [EL 74) Ue=75a l 


(ren GONE) GIE 


qui conduit à une conséquence importante. Observons d’abord 
qu’en supposant x — K et, par conséquent, sinamK = 1 (?) dans 
l'expression en produit infini de sinamx, on aura 


e 


= LE 2) (1 + DEN ER LE PE 2 
PR js | 
V nt Ar gg) (1 + 95)... 


En divisant membre à membre ces deux équations et extrayant 











(1) Theorie der Abel’schen Functionen (Journal de Crelle, 1856). Voyez 
aussi diverses Notes de M. Cauchy, publiées à cette époque dans les Comptes 
rendus, et un Mémoire de MM. Briot et Bouquet : Sur l’intégration des équa- 
tions differentielles du premier ordre. 


(?) Allgemeine Voraussetzungen und Hülfsmittel fur die Untersuchung 
von Functionen unbeschränkt veränderlicher Grôssen, etc. (Journal de Crelle, 
1857). 





(3) On trouve que sinamkK —=7: par la formule sinamzæx — 


H(K) 
e(K) 


1ACIESE 


rappelant que par définition ÿÆ = » page 162. 
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la racine carrée, 1l en résulte 


on joe pin 
T ee PQ QU 1 ef A Ci LEE 


ge | 
AS NN Le tr DONS ET NP 


y 


expression susceptible d’une simplification remarquable. Em- 
ployons à cet effet la relation donnée par Euler 


Ut JU 4 Un) 
DES GANE RER EN TT AGREE Ten rm NE TEMPS EURTE 


I 
M7 ET EP ENG ee 
on obtiendra d’abord 

er ge nl D CL SN re 
D Nes nn ou/ ii 7 Jin gi) 


FC GUAILSE 02) (LEE QS I, 
et en remarquant ensuite que 


MEANS SAINT PATENT t N Er STAR ET DRE 
X (1+g?)(1+—g*)(1+ g$)... 


on verra tous les dénominateurs disparaître dans la valeur de 
VÆ qui deviendra ainsi 

T 

+ 707 RQ VERT ENCTEE ge) 262 


Cela étant, si lon pose x = 0 dans la formule précédemment dé- 
montrée 





2Kx\ 
e: ( = )]=1+a2gcosar + 2gtcoséæ + 2q°c056& +... 
(12 9iCOs 22% + qQ2)(1 29% cosar + g°) 


X(1-2g$cos2m—+g10)...(1—g?)(1—gt)(1—g$)..…, 
il viendra 


81(0)=1+29 +29 +2qi+... 
= (1—g?)(i—gt)(— gif)... [1i+g){i+g8)(i+agi)...f?, 


d’où ce résultat, qui est d’une grande importance dans la théorie 
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des fonctions elliptiques, 





2 K | 
ve — 0/00) =1FrN29 +290 ee 


On en déduit, en ayant égard aux équations 


H(K) = H;(o) 
O(K)  6,(0) 


he 8(0) 





= 





les deux suivantes : 





2kK — = — D er 
2 = Hi(o) =2Ÿ/g+2Vq+2ÿg5+2ÿ/q +... 
VEE 8 (0) =1-2g+2gt—2q° +... 


C’est la seule quantité K qui donne lieu à des relations de cette 





forme ; la quantité K’, entrant d’une manière différente dans l’ex- 
K' 


ñ — TR — k à Fe 
Dression 4 — € ne paraît pas suscepti éveloppements 
press q Le | in eptible de développement 
analogues en série. Mais toutes deux s'expriment d’une manière 
arfaitement semblable à l’aide ST ules Æe Dar ces inté- 
parfaitement se blabl l’aide des modules ET té 


grales définies 


: du | du 
Ï Vador) Se Va—=uDQ— tu) 


comme nous allons le démontrer. 
Précédemment nous avons déjà fait voir que sinamK —1; 
remarquons maintenant qu’en faisant x — K dans les relations 


Ë 


O(æ+iK')=iH(x)e *K 


(2x +1kK') 
) 


TR LE 
— PTE tTKkt) 


H(æ+iK')=10(x)e *K ; 
et en divisant membre à membre, il viendra 


H(K+5iK') O6(K) _ 
OURAECRONEH (KE NUE 








l 
—— aura la valeur > ; 
TE 8 (&) ura Ja valeur + pour 





par conséquent, sin amx — 
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x = K +iK’. Ayant donc 


; à du 


VUE me WA) 
V(i—u?)(1—AÆ2u?) 





0 


nous en conclurons que 


PU du 
-. JL DT ne Eu) 


sex f Perse 
x VO u?)(1— Au?) 


et, par suite, en retranchant membre à membre, 


n 
:K'— [ du 
(1— u?)(1— A2u?) 


U — 














Or, en faisant 


7" 


cette dernière intégrale deviendra 


d'ores 1 — 429? pe Repe) 


ce qui donne le résultat annoncé. 


Mais ce que nous venons de dire laisse subsister une lacune 


importante : nous sommes en ellet à l’un de ces points de la 


théorie des ;fonctions elliptiques qui appellent de nouvelles re- 


cherches pour être aussi complètement traités qu'on peut le 


désirer. En passant de léquation différentielle 


du _ 
dx ê 


e=f du 
à V—u?)(1 — k2u?) 


—— k2 u?) 





à la relation 


on laisse absolument arbitraire la loi de succession des valeurs 


de la variable w dans l'intégrale, de sorte que les relations précé- 
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dentes 


1 
Kk=f Re 
; Va—u)(i—Æu?) 


1 
k 
; Te u?)(1— A?u?) 


n'auront un sens entièrement déterminé qu'en définissant le 





chemin (!) décrit par la quantité 4 — sinamz, lorsque x varie 
de zéro à K, puis de K à K + zK', et, comme l’argument x peut 
varier entre ces limites suivant une infinité de lois, il faut de plus 
connaître comment les chemins correspondants qui en résultent 
donnent tous au point de vue de l’intégration par rapport à w le 
même résultat. C’est seulement dans le cas où l’on suppose K, K, 
et par suite k, des quantités réelles, et qu’on se donne ces lois 





particulières 
2 K 
x = — t, 
TE 
2tK' 
TEINTE Te 


: DT <= ; 
t et = croissant de o à - d’une manière continue, que l’on peut 
traiter la question que nous avons posée. 
; : 2Kt\ ? ; 
Et d’abord on voit que uw —sinam (=) est réel par le déve- 
TT 


loppement 





/2Kt 2\/g sint—2\/q°sin3t +9 V/q%5 sin5t —... 
sin am = ——— 
( 1—0 g cosot +2 g}cosft—2q°cos0 € +... 


D'ailleurs entre les limites zéro et K la dérivée 


du KH;:(z)01(7) 


FE 0 MICAES TR 
dont la valeur initiale est l'unité, sera toujours positive. Elle ne 
peut effectivement s’annuler qu’en faisant 


= 0) 


6; (æ)=0, 


(1) Nous supposons que les notions fondamentales dues à M. Cauchy sur la 
représentation géométrique des imaginaires, et sur les intégrales prises le long 
d’une courbe, sont connues du lecteur. 
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’est-à-dire ( z 43 
c'est-à-dire (voyez p. 149 ), 
æ=(2m+1)K+2miK, 


æ=(om+1)K+(2m+i)cK, 


et aucune de ces racines n’est comprise dans l'intervalle consi- 
déré, la valeur æ—K se trouvant précisément la limite supé- 
rieure de cet intervalle. Nous conclurons de là que, £ croissant 


\ dE A A N: € 
de o à sou croît de même de o à 1 et que dans l’expression 


“= ff du 
HUE NV RNTEST 7e 


l'intégrale est prise dans le sens habituel. 
Soit en second lieu 


comme on à 














H(K+ 
T 
e (K+ 


on pourra écrire 








sinam (K —- 





et en introduisant les fonctions 


(EX) = DCE AE 
T x? 


B(x) = et KO, (x), 


ie ee 
sin am ee MU) 
D} 








T 





I “1 — 27000527 +296 COST —29) =) 
ee ? 
Vk 1+2quc082T + 2gé Cos4T +2q$ DATE F 


ce qui est encore une quantité réelle (!). On conclura, comme 








7 


(:) On se rappelle que g,=e , voyez p. 158. 
H. — II. 12 


A| 7 
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tout à l'heure, que la dérivée par rapport à +, qui est nulle aux 


’ 


HE T f : : 
deux limites + — 0, + — -; ne peut s’évanouir dans leur intervalle, 
2 


de sorte que c’est encore dans le sens ordinaire d’une intégration 


rectiligne que l’on a l'équation 


1 
k 
tK'— f LR APE 
J, Vo F) 


d’où nous avons tré 


Ref 
à VO ui) eut) 


Avant de quitter ce sujet et afin d’en montrer la difficulté 
lorsque K, K’ et Æ sont imaginaires, je remarquerai que la suppo- 
sition qui vient le plus naturellement à l’esprit, qu’on peut faire 
varier +, par exemple, de o à K, suivant une loi telle que &w soit 
constamment réel, ne saurait être admise. Autrement dit, il est 


impossible, en général, que, dans l’expression 


| 
K= RE Le. 
: VGi—u)(1 — Au?) 


l'intégrale soit toujours rectiligne, comme nous l'avons trouvé 
tout à l’heure. 
Effectivement, soient 


X = aK + biK, 
te cK +diK, 


a; b, c, d'étant des nombres entiers qui vérifient ces conditions : 


ad — bc =1, 
A1 
D=0 
mod 2. 
C=0 
dei 
En posant 
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O0 aura 
A+C—A s'=TC Peel LI 
2) (—1) ? 2 V9 sinr—2ÿ/99 sin3æ+2ÿ9%5 sin5r—.…. 
SE 
( T VA 1209/0082 2900547 = 29%c0s67 20" 


ce qui est la même expression analytique (!), au signe près en 
X etX', que 





y EE Le Lee Ph aie 
f2Kx I 2 ÿ/qsinx — 2V/q%sin3æ + 2 ÿ/q25 sin5æ —... 
sin am EN en 

( T VkÆ 1—2q cos2æ +2gqg}cos4x — 2q° cosix +... 


en K et K’/. On en conclura que X sera donné comme K par Fan 
du 


pol 
PE a — —  — "  —— Or, en supposant b différent de O, 
1e VOru)(r tu?) 
la valeur imaginaire 
N = akK + biK' 


ne pourra évidemment résulter que d’une intégrale, curviligne. 
Mais voici un résultat important et qui subsiste quel que soit le 
mode d'intégration : c’est que les quantités K et K’ vérifient la 
même équation linéaire du second ordre 


3 dz 
2 + (1— 34?) TT nel 0, 





d2 
= 
CO 


d 


dont l'intégrale avec deux constantes arbitraires C et C’ est par 
suite 
3 = CK + C'K. 


Cette équation conduit au développement de K et K' sous cette 
forme : soient 


2 / 2 € —— 
kR—1+ (5) + (ie) Ki +.. + (ee k2n+... 
» .4 DÉS ONE 


ne) 





(!) Les relations analogues relativement à cosam(æx)et Aam(æx) sont 


PERRET LS TRS es 
1 (=) a — k 2WDcosæ+2 D cos3x+ 1 DScos5 x +... 
— |} =(-: LT CNRS NE OUR ET Gin Ee 
4 ( , | 
Te) KE 1— 29 cos2æ +2 D cos4x — 2 D cos6 x +... 





2) 2 " VE 1+ 2 ? cos2x + 2 Dé cos4x + 2 VCOS6D +... 


Aam ( EE 
\ 1—2 D cos 2x + 2 Di cos4x — 2 D cos6œ +...” 


on en déduit, en supposant æ = 0, ce qui concerne ÿ# et VE" lorsqu'on y change 
KAert:KheneX et '. 
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et k,, la somme des n premiers termes de cette suite, on aura 
L2 


RE 
2 


4 2 2 
RERISE ARESTE SE (RE EPSRUES 


On en déduit aussi cette propriété remarquable, à laquelle nous 
parviendrons plus loin par une autre voie : 


KJ"— JK'=— - 


en faisant 


1 
ee 2u? du J' =} k?u? du 
fe Vu — Fu?) (1— Au?) ; VON 7272) 








Addition des arguments. — Théorème d’Abel. 


C’est Euler qui a donné le premier les formules pour exprimer 
sin am(a + b), cosam(a + b), Aam(a<+ b), au moyen des fonc- 
tions semblables relatives aux arguments & et b, et cette impor- 
tante découverte a été le point de départ et la base des travaux 
qui ont fondé la théorie des fonctions elliptiques, de même à peu 
près qu'en Trigonométrie élémentaire on est parvenu aux pro- 
priétés analytiques du sinus et du cosinus en partant des relations 
qui donnent le sinus et le cosinus de la somme de deux arcs, en 
fonction des sinus et cosinus de ces ares. L'illustre analyste, par: 
une sorte de divination restée célèbre dans l’histoire de la Science, 
obtint sous forme algébrique l'intégrale générale de l’équation 


du du 


Re RS 
(1) Vai—ut)(i — Au?) ÉTAT EN EC) O 





Or ce résultat revient exactement à l’expression du sinus d’ampli- 
tude de la somme de deux arguments, comme nous allons le mon- 
trer. Effectivement, en désignant par C la constante arbitraire, 


l'intégrale est 





LV Cu RUE) UV 4 272) 


1— A2u?2u'? 


(2) LES 
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Mais si l’on fait, 
u = sinama, 


4 


u'=siname, 
l'équation (1), réduite à la forme 


da + da’ = 0, 
donne immédiatement 
a+aæa = c. 


Voilà donc, sous deux formes différentes, l'intégrale d’une même 
équation différentielle, et l’on devra passer de l’une à l’autre en 
établissant la relation qui lie les deux constantes arbitraires. Je 
remarque à cet eflet que c est évidemment la valeur de à pour 
0 el, Sion fatsemblablement 40 et, par suite, u—0 
dans l’équation (2), elle donne c = u = sinam @. La relation entre 


les constantes est donc 
C = sin amc. 


Ainsi la valeur de C en «w et u' donne précisément la détermina- 
uon de sinam(a+ a!) en fonction algébrique de sinama et 
sin am @/. La Géométrie fournit aussi plusieurs méthodes extrême- 
ment intéressantes pour parvenir à ce même résultat; ne pouvant 
ic1 les indiquer, nous nous bornons à donner sous sa forme analy- 
tique si remarquable le théorème découvert par Abel pour laddi- 
uon d’un nombre quelconque d'arguments. 


I. — T'héorème d’Abel. 


Les expressions de sinamzx, cosamæ, Aamx par @(x), 
H(zx), etc., fournissent les relations suivantes qui établissent la 
double périodicité de ces fonctions, savoir : 


: | sinam(x+2kK) ——sinampr, 
| sinam (x +oikK')=+sinamx; 
LI cos am(r +2K) ——cosama>, 
cos am(x + 2:K°) =— cosamx; 

LI | Aam (æ+2K) —=+Aampr, 


| Aam (æ+2iK')—=—Aamx. 
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Or on remarque que les trois fonctions se reproduisent dans le 
second membre au signe près, de sorte que les diverses combinai- 
sons deux à deux de ces signes, pour l’une et l’autre période, 
forment pour chacune d’elles un caractère spécial et qui lie entre 
elles, d’une certaine manière, toutes les fonctions plus générales, 
composées de sinamæ, cosam.r, À amx, qui à l'égard des périodes 
satisferont aux mêmes relations. Ainsi, en désignant par F(x) et 
f(x) deux polynomes entiers en sinamæ respectivement des de- 
grés n et n — 1, et faisant 


v,(æ)= sin amz F(sin? amx) + PSMEME f(sintamr), 
w(r)= cosamaæ F(cos’amx) + LOI f(costamz), 
p3(x)= AamæzF(Aamx) Ts amæ ), 
on aura, comme précédemment, 
‘ ne At = —%(x), 
D(T+21K')=+p(x); 
LI (PT +2K) =—gi(x), 
Üp(r+oikK')=— (x); 
[II pa(æ+2K) —=+v3(x), 





03(T%.+ 21K°) = — p3(x). 


Ce sont ces diverses expressions qui figurent dans le théorème 
que nous allons établir, ou plutôt encore la suivante qui possède 
le caractère résultant de la quatrième combinaison possible des 
deux signes dans le second membre, savoir : 


o(T+2K) =+v(x), 
p(x+2iK')=+oy(x). 


En désignant par F(x) et F,(x) des polynomes respectivement de 
degré nr et n — 2, 9(x) sera représenté de cette manière, savoir : 


gta) = F()+ E 3 Fi(22) 


3 désignant indifféremment sin amzx, cosamæx, ou A amzx. Mais, 
soit pour fixer les idées, z — sinam x, et afin de mettre en évi- 
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dence dans #(x) le numérateur et le dénominateur, employons 
-_H(zx) 
VX 8(x) 
nateur @?*(x), de sorte qu'on pourra écrire 


l'expression 3 — > qui conduira évidemment au dénomi- 


P(x 
PE Ga 


Cela posé, ayant 


O?(x+92K) —82(x), 


IT 2 
—2n— (x +ik) 
O21(xr +21K')—=82*(x}e k . 


la relation 
P(z)=9(x)8?"(x) 


donne immédiatement, en ayant égard à ce que #(x) admet les 
périodes 2K, 2:K/, ces deux conditions 


(D(r+2K) —=D(x), 
(1) ù TK 
P(xz+oiK') = Pre K ; 
Or on peut satisfaire à ces relations, et de la manière la plus gé- 
nérale, en n'employant, bien entendu, que des expressions en- 


üères, si l’on fait, en désignant par À un facteur constant, 
P(x)= AH(T— 4) H(x —2)...H(x7 — don). 
Effectivement, on vérifiera, à l’aide des équations 


H(z—a+2K) ——H(x—2), 


iT ! 
— (tx —X+ikK) 


H(z—a+2iK)=—H(r—a)e K 


qu'il suffit pour cela de poser la condition 
L 5 Lo +. . . + on —= O0. 


Les quantités 4, 4, ..., %»»_, restent donc arbitraires, ainsi 
que le facteur constant À, et il est aisé d'établir que la fonction 
entière, la plus générale qui satisfait aux relations (1), ne contient 
pareillement que 2 n constantes arbitraires. 

Soit, en effet, 


mn — co . 
Ga IT x 


P(z) — > ame Ehe, 


IT=-— © 
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ou plutôt 


m? ET 


— In . 
ba = Ÿ as Jr CRE, 


la seconde «les relations (1) donnera la condition 





Amon = An; 


ce qui ne laisse subsister dans l'expression déD(r)eque les 
DIRICONSLARLES CS GT nee 
Nous pouvons ainsi poser 


AH(x—u; )H(x— x2)...H(7 — an) 
ec RE ui 2 


(1) (x) = e21(x) 





et cette équation remarquable aura également lieu en prenant 
pour o(x) la foncuon déduite de 


4 
LS 


He 


3 F2); 
en faisant z — cosamx et 3 — A am. 

Maintenant, une analyse toute semblable donnera, à l’égard des 
trois fonctions ©, (x), (x), 03(æx), les théorèmes suivants, où A, 
À:, À; désignent des constantes, savoir : 


A,H(æ— a) H(x— 2)... H(x— con+1) 
p1(X) — ect ne CNT nn UD 

AoHi(x— 0) Hi(x —)...Hi(x — an) 
RL Remo Rae ré 

A3 0(%—a)0(T—u)...O(x —-den+1) 
Pa EEE à 


CRT) 
et l’on aura encore entre les quantités a. la relation 
UE ER ES TI 0: 


C’est dans la conséquence que nous allons en déduire que con- 
siste, à proprement parler, le théorème d’Abel. 

Nous partirons à cet effet des équations relatives à o(x) et 
w,(æ) où figure la fonction H(x) qui s’annule avec x et met ainsi 
en évidence les racines des équations o(x)— 0, w,(x) —=o. En 
particulier, considérons la fonction #(x), où trois cas différents 
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se présentent et correspondent à 


3 Ian, 


n 
| 


=icosam r, 


fé = \Tnene 


Les polynomes Fet F, introduisant 2 2 constantes, on pourra, 
ayant pris égal à l’unité le coefficient de z?*, déterminer les 2 n —1 
autres coefficients par les équations du premier degré 


STD, (x) = 0, ……) D(aan-1) = 0: 


Cela fait. la relation (1) nous montre qu’on aura encore o(æ)\—0 
; Ï 
pOur © = %»», C'est-à-dire d’après la condition posée entre les 


quantités 7 


D (ti Flo FL + Leon). 
Orle produit 
9 dz 2 #2 da LA 2 
TAF Are zF:(z | LE ons zFi(z ] 


donne dans les trois cas que nous avons à considérer un polynome 
entier de degré 4n et ne renfermant que des puissances paires 
de z, car on a successivement pour 


#1— SIN amMmT (À) = (Se LEZ) 


3— Cosamz (5) - (i— 32) (A+ K22?), 
= NaMmr (TE) = ur 2) 


Dans le premier, ce polynome, décomposé en facteurs, sera donc 


(3? — sin?ama)(z3— sin2ama)...(z3?— sin?ama,h -1) 


x [ 3? — sin?am (Li +— A +... + Qoni 1 


dans le second 
(3? — cos?amz;)(23? — costamæ)...(2z? — cos?amas»-1) 


X [3?— cos?am(u + a2+...+ in 1)], 
et enfin dans le troisième 


(3? — A? amzx;)(z2—Aama)...(z2— A?amay_1) 


x [ 3? — A?am (41 + % Érrie + + {9 n—1 )]: 
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Les identités que nous venons ainsi d'établir donnent un résul- 
tat important lorsqu'on y fait z — o. Si l’on désigne en effet, su1- 
vant les trois cas, par L, M, N le terme qui ne contient pas 3 
dans le polynome F(z?), on obtiendra les relations 


: EL 
SA A M OL RS 
Sin a M %j SIN AM%9... SIN AM L>n—1 
+ M 
COS AM (&4 + Make + 29 pt) = — ; 
COS am 4j COSAMA... COS AM Lo »—1 
ami) | 


Aam (æ a Cher oc + Aon—1) —= Aama; 4a am nie A am Re 
Dre à se 


Des conclusions toutes pareilles seront données par la fonction 


d sinam zx 


px) = sin amzx F(sin?amx) + Te 


f(sin?amx), 

où Fet f introduisent 2 n + 1 constantes arbitraires. En prenant 
encore égal à l’unité le coefficient de la puissance la plus élevée 
dans F(z?) et déterminant les autres coefficients par les conditions 


P1(%1)—0, ®1(%2) = 0, ... D1(%on) = 0, 
on aura 


: : d sin amx \? 
sin? am F?(sin? amæx) — (TT) f?(sin* amæx) 


— (sin?amzx—sin?ama,)(sin?amx—sin?amaæ)...(sin?amx— sin? amah) 


x [sin?amæ — sin? am (ai + 42 +... %on)]. 
Ce second théorème donnerait la valeur de 


sin? am (ay + Chen oo te sr ): 


où figure un nombre pair d'arguments, mais le premier a l’avan- 
tage de conduire en même temps à l’expression de 


SIN AM(X1+ A9 +... + Xon1), 
COS aM(% + aa +...—+ on), 


Aam(ai+a2 +...—+ Gon—1), 


où 1l importe peu que le nombre des arguments soit impair, car 


rien n'empêche d’en supposer un égal à zéro. Une dernière consé- 
quence à cet égard nous reste encore à établir. Observons que les 
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équations 
p(æi)=0, ®(&) = 0, ….. P(&on-1) = 0, 
ou, pour abréger, 
o(a;) — 0, 
déterminent pour les coefficients de F et F, des fonctions ration- 
nelles, dans le premier cas, pour 3 = sin amx, de 


: d sin am x; 
sin am 4; et ——;— = cos ama; À amu;; 


da; 
dans le second, pour z = cosamæx, de 


d cos am; : 
cos am 4; et —— = — sin amx; À ama;; 


da; 
dans le troisième enfin, pour 3 — Aamyw,;, de 


dA am; : 
Aamu; et ——— —= — k? sin am; cos amu;. 
da; 
Telle sera donc la forme des quantités que nous avons tout à 
l'heure désignées par L, M, N, et, par suite, des valeurs elles- 


mêmes de 
SIN AM(L + 42 +...+ Aom—1), 


COS AM(4j + A2 +... + Am—1), 


Aam(u+ as +...+ Lan). 


Quant au double signe, il suffira, pour le déterminer, d’un cas 
particulier; nous allons en donner un exemple. 


IL. — Formules pour l’addition de deux arguments. 


Nous appliquerons les théorèmes précédents au cas de trois ar- 
guments %, % et 43, en supposant le dernier égal à zéro, et nous 
prendrons 





3 
o(æ)=(23t +az+b)+ cz Fe 


On remarquera alors que, dans le cas de 3 — sinamx, l’équa- 
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tion fondamentale a cette forme 


z \2 
(3 az? + b}? — «22? (à) = 32(3? — sin?ama;)(z?— sin?am) 


X [32 — sin?am(x;+ œ) |, 


de sorte qu’on doit déjà poser b — 0. Si l’on supprime dans les 
deux membres le facteur 3?, et qu’on fasse ensuite z—0, on ob- 
tiendra 

= 


SIN AM (44 + Le) = ——————— —— : 
sin AM 4j Sin AM 4 


Cela posé, les équations #(%,)—0, o(4+) — 0 deviennent 


sin? aM 4; + à Sin amMu4, + C COS ama; À amax — 0, 


sin? am % + € SIN AM 4» + C COS AM %9 À am % = 0, 


9 \ 
d’où 
C sin? am%; — Sin? a %» 
TIR mn en ON CT Ds 7 me 1 IE “20 JS RAT. RE = ER UE = Li 
Sin AM 4; SIN AM %» SIN AM œ4 COS AM &2 À AM 42 — SIN AM %> COS ama4; Aamu: 


valeur qui se réduit à sin ama; pour & = 0, de sorte qu’on doit 
prendre dans la formule le signe supérieur. Il vient ainsi, en mul- 
tipliant les deux termes de la fraction par 


sin am 4; COS am %2 À AM 42 + Sin amM%> COS AaMA4, À AM A, + 
et supprimant haut et bas le facteur sin? ama, — sin? am, 


À sin am %1 COS am 42 À AM 42 + SIN AM 42 COS am 4 À am 41 
SN AM Ge) = — 
1 — £? sin? ama, sin? am æ 


Dans les autres cas où 3 — cos amx et 3 — Aamx, l'équation 


si+as+b+ez=0 


admet la racine 3 — 1 qui répond au troisième argument supposé 
nul. On doit donc faire 


zt+az?+b=(3—1)(3 + m), 
ce qui conduit, pour 3 = cos am, aux équations 


: cos am; Aam a: 
COS AN LC 0, 
sin a M %:; 


: COS am %2 À A M % 
COS? AM 49 + M+C——————————— —= 0, 
SIN à M 2 
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et à la valeur 


ae ){) 
COSTA VO 0 
COS am %1 COS A M % 


de même pour 3 — A am, on a les relations toutes semblables 


: cos am 4; Aamuw; 
A?ama +m+Cc— 





sin am %; 
L COS ain 42 À AM %9 
A? am +M+C ——— —z 0, 
SIN AM %» 
nee 
À AM +de) = —————°. 


Aam &; À am % 


Un calcul, entièrement analogue à celui qui concerne le sinus, 
donne les formules suivantes : 


COS am, COS AM % — SIN AM4, Sin am %2 Aam %; Aam% 


cos am(%x;—+ %2) = — - ; 
Ga 2) 1 — X? sin? am z, sin? am 


Aama, Aamz) — Æ? sin am 2, sin am % COS am %, COS am % 
A am (21 Se _ %) EE D EE I OP PE D ie su 
1 — k? sin? am 4, sin? am 
Les trois formules que nous venons de déduire du théorème 
d’Abel sont nommées à Juste titre fondamentales, car elles suf- 


fisent pour déterminer complètement les fonctions 


sinamz, cosamæ, Aamwz. 


On peut voir dans les premiers Mémoires d’Abel, et postérieure- 
ment dans les Travaux de Gudermann (!), l’un des meilleurs auteurs 
qui aient écrit sur la théorie des fonctions elliptiques, comment 
elles donnent la double périodicité, puis les expressions de 


sinam(næ), cosam(næ), Aam(næx), 


où À est un nombre entier quelconque, d’où l’on déduit, en rem- 
plaçant + par > et passant à la limite pour » infini, les expres- 
sions analytiques sous forme de quotients des séries 6 et H. Nous y 
joindrons les suivantes, qui s’en déduisent immédiatement, savoir : 


; sin am &1 COS ain %2 À am % — sin am Cosama,Aamu; 
sin AM (X1 — 2) = En op ee = nel eo 
1— 2? sin? am; sin? am 


COS am %j COS AM) + Sin am %; Sin am@%» À am & À am % 
| 


1 — 2? sin? am; sin? am &» 


À am z, À am %2 + k?sin am 4, sin am % COS am a; COS am % 
AD LE ) = —————  ———— << —— ——— ——  ———— 


1— Æ?2 sin? am, Sin am % 


(1) Voir Journal de Crelle, t. 16, 17, 18, 19, 20, 21, 23, 95 et 41. 
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Par voie d’addition et de soustraction on en conclut 


3 : ( 2 sin am %, COS AM &» À AM %» 
sin AM (4% + %>)+ SIN AM (y — 0) = — > —— —_—— ) 
2) L ?) 1— £2? sin? am a, sin? am % 


( 2 COS AM 4 COS AM %» 
cos am (&1 + da) + COS AM (4 — 2) = — 0 —— 
: - 1— Æ? sin? am a, sin? am% 


2 À am 4 À am 
Am (dy de) AN AN ie) = 
| 1 — #2 sin? am 4, sin? am % 


x . 2$in am % COS am 4, À am 4% 
SIN AM (4-02) — SIN AM Le) = — 
1— k? sin? am; sin? am 


2SINn am %4 SIN AM %9 À am 4j À AM) % 


9 


COS am (4; — A>) — COS AM (%1 + A2) = —- — 
(ou ) ( ) 1 — k? sin? am %, sin? am 


2k?sin 3am%, sin am: COS am, COS AMG» 
Aam(t—d)— Aam +de) = — " —— — 
1— 2 sin? am 2%, sin? am 


Les trois dernières équations, en faisant 
Li + A2 = T, A] — A2 = A, 
conduisent à déterminer toutes les valeurs de +, qui donnent 


sin am? — sin ama, 
cos am? — COS am @, 


Aamzæxz—=Aama. 


Ainsi, dans le premier cas, on reconnaît que toutes les solutions 
sont données par celles des équations 


à T— a 

SIN AM — —0 OU «, 
“ 

COS AM ——— — 0, 


X + 
NAT 0: 


On en conclut immédiatement, d’après les formules données 
page 143 pour les racines des équations 


OCR), H(x)= 0, Gr )eto, H;(%)=0, 
qu'on a 
Te a+imK+omikK, 
æ=—a+(4im+2)K+om'iK': 
de même, pour 
COS am? = Cos ama, 
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on obtendrait 


| æ=+a+imkK—+Am'ikK, 
| æ=ta+(im+2)K+(4m+2)iK, 


ou plus simplement 


æ=+a+om(K—+1iK") + 4m'ikK, 
et pour 


am? —"'A'am «a, 


æ=+a+omkK+Am'iK. 


Dans ces formules mn et m' désignent des nombres entiers quel- 
conques, positifs ou négatifs. 

Les formules pour l’addition de deux arguments donneraient 
lieu à beaucoup d’autres remarques; je me bornerai ici aux ré- 
sultats relatifs à la duplication et aux valeurs que prennent les trois 
fonctions lorsqu'on suppose l’argument égal à une demi-période. 
Les premières découlent des formules fondamentales, qui donnent 
immédiatement 


. 2 sinamacosamaAamua 
SD AM = ———————— ———— ; 
1— 2? sin* am 


1— 2 sin? ama + #? sin* ama 
COS AM = ——" " , 
1 — £?2 sint ama 


1 — 2 42 sin? ama + £? sin* ama 
AAA = —— ; 
1— #2? sin* am zx 


et l’on en déduit les valeurs suivantes, qu'a données Gudermann : 


Fr n ( à c K’ [A 
n — = ——— >; SIN AM — = ——») 
É Ve A : VX ’ 
vx LRO TETE 
( COS AM — = ——— ; COS AM — ; 
| Vis 2 Vk 
! 
— L ———_—— 
Aam — = ÿK'; oies V1 ie: 
\ 2 2 
: K à I Lac tK' I 
sinam(=<ik)= -— sin am K+—)= 
#39 1) VÆ 








/K Re : k cK' : 1— 
cosam{É£ik)= +4) À, cos am {K + TE) == / Fram. 
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: rte, ! NT EU 7 
sin am ET UE EE 
2 k 


| 


REETRO er A, 
cos am - ) Aie Te 
4 RER) AS k a LE 
Gr 2 + ae 4 
[IT — De la multiplication des arguments. 


Ce point important de la théorie des fonctions elliptiques est si 
intimement lié à la théorie de la transformation, dont nous ne nous 
occuperons pas ici, que nous devons nous borner à l’indication 
d’un petit nombre de résultats. 

En premier lieu, soit » un nombre pair, et posons 


n? 
HD, ==) 
2) 


on aura 


; sin am x + A'sinèamr—+...+ H'sin?”-3am x 
sin AM (AE) = 1 COS AM LA AN LE ————————————_— 
A Sinamg. + Hsm#mz 


n 


— 1+ A/cos?amr—+...+ Hi cos?” amx 
(— 1}? cos am(nr) — 


Ne ni LIT Rd Nue NTI TURC D... te NON 
[+ Aycostamr Lt... 2 FH,cos am 
1 1 


( FA (nt) 1 + A! A?amr—+...+ H} A?amx 
1 + À, A? am +... HA?" amx 


Soit, en second lieu, n impair et faisons 


on aura 


SiNamTr + d SIN amT +... + 1} sin?2#1am>r 


SD a 77 = 
= aSsin? amr +... hsin?"amx 


2 


re cos amæ + «a; cos am? +...—+ h'cos?"+1 amxr 
COS A OnLine LR 
| 1+ &i COS? amr +...+ h, cos?" amx k 


: Aamzx<+a, A3amx<+...+ h, Anti ame 
ARE) = 1 ——— "2% — . 
1+ &2 A?amr+,...+ h2 A"amx 


Tous les coefficients dans ces diverses formules sont des fonc- 
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tions rationnelles et entières de 4?, et Jacobi a donné pour leur 
détermination, dans le cas où # est impair, le théorème suivant : 


Sotent 
u [8] P 


SIM AMT = —» sin am(ntr) = — et U = —; 


VX VA Q 
Pet Q étant des polynomes entiers en u; si l’on fait 


[ 
a = k + vs > 
ces deux polynomes satisferont à l’équation linéaire aux dif- 


férences partielles que voict : 


Z 


Qu(ni—r)uèz +(n— 1) (au — au) 


d?z dz 
EN 0 ne D tres 
FE RO de 4) da 





+ (1—au?+ u*) 


Sur les intégrales de seconde et de troisième espèce. 


On y est amené par la considération de l’intégrale 
[ Fcsin amx, cosamxr, Aamzx)dr, 


où F désigne une fonction rationnelle quelconque, et qui va main- 
tenant nous occuper. 


Soit, comme précédemment, 


H= SN ar, 
Pi COS ant. 


BU IN ENNGEE 


On reconnaîtra d’abord qu'elle peut être réduite à la forme 
f «a+ Be + Cw + Dow) dx, 


où À, B, C, D sont des fonctions rationnelles de la quantité u. Il 
en résulte que la première parte 


Jade 
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demande seule un examen attentif, car, à l’égard des deux sui- 
vantes, l'intégration s'effectuera par les règles relatives aux radi- 
caux carrés du second degré, en prenant w pour variable indé- 
pendante, et la dernière se trouvera même ainsi ramenée aux 
fonctions rationnelles. C’est donc seulement dans l’expression 


fAde que l’on peut s'attendre à voir résulter de l’intégration des 


fonctions nouvelles, et que les considérations suivantes vont mettre 
effectivement en évidence. 
Soit 





© et Ÿ désignant des polynomes entiers; en multipliant par Wie u) 
les deux termes de la fraction et faisant 


V(u)V(— u) = W(u?), 
Q(u)V(—u) = pu?) + u Pi(u?), 


on décomposera l'intégrale proposée dans les deux suivantes : 





Yu?) , f D à 


Lu TOP TL w'(u?) de 


e/ 


dont la seconde se ramène encore aux radicaux du second degré, 
puisqu’en faisant #? — { elle devient 


La “ 
2 JO nee 


Il ÿ a donc seulement lieu de s'occuper de la première, qu’on fera 





f ; 3 : ( u? 
dépendre, en décomposant en fractions simples = =. de termes 
U- 
tels que 
fu dx. je 
: J (1+au?)r 
ou bien 





u?" du ji du 
Va—u)(1— Au?) MED Eeu PA CT u)Q—/Æu) 


et ces termes sont eux-mêmes réductubles, comme on va voir, aux 


Casiles plus SIMPLES OEM ET 


THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 195 


Partons en premier lieu de la relation 


dun eh 
= = muni (ri — u?)(1— kÆ2u?), 





qui différentiée donnera 


d? ut 
EC m(m—i)um? — m(1+ Æ2)um+ m(m+r) £'um+t, 
TX l 


En intégrant par rapport à x les deux membres de cette équation, 
on trouvera cette formule de réduction 


du’? 
He mim—1) fun-?dx — m?(1+%2) fur dx + mim+1)#2 fun: Le 


qui montre comment de proche en proche on ramènera l'intégrale 
PrODOSCeON/L—-o nr aux seuls Case nr —\0, 7 —11. 

Le premier donne un terme proportionnel à la variable, et c’est 
le second qui conduit à un nouvel élément analytique, dans la 
théorie des fonctions elliptiques. 

En introduisant comme facteur constant le carré du module, 
nous poserons 


ie 
1h k? sin? am x dx, 


A0) 


LR 


ce sera ce que l’on nomme et ce que nous appellerons dorénavant 
la fonction de seconde espèce. 
Partons en second lieu de la relation 


uvVa—uw)(—Æu?) | 1 + 4? k2\ f dx 
(1— au?}P-1 Er (i+ a re (1— au?)? 


au 2 + 24? 3 &? dx 
= RARE Res + 


L (ss 3 k? dx 
SE mn ie La 








2 dx 
Re 
es M ennes 


qu'on trouvera identique par la différentiation. Il est clair que, de 
proche en proche, elle fait dépendre le cas le plus général des trois 
suivants où l’on suppose p = — 1, p — 0, p — 1. Le premier nous 
ramène à la fonction de seconde espèce, le second donne un terme 
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proportionnel à la variable : c’est donc seulement le dernier qui 
met encore en évidence une fonction nouvelle, que nous étudie- 


Au? dx 
te Ce 
Î dx 
—— — . 
JO I1— au? 


a — k? sin? ama, 


rons sous la forme 


au lieu de 


En faisant 


1 da À 
— - — k?sinama cos amaAama, 
2 da 


nous poserons 


r) 


u . . 
I Æ? sin am a cos am «a A am a sin? am æ.dæ 
É , 1— 2 sin? am a sin?2amx 


et cette expression sera désormais pour nous la fonction de trot- 
sième espèce. 


I. — Expression par @(x) des intégrales de seconde 


et de troisième espèce. 


Nous avons précédemment établi la relation suivante : 





dsin amæ c H(r— 2) H (x — 42) (x — 3) 


sin amæ(sin? amx+A)—+ B me (x) 


où les coefficients À et B s'expriment par &, et 4 en posant 
P ( P 


d sin am: 


sin am % (sin? ama + A) +B 2 —o, 
da; 
à d'sin am % 
sin AM %» (SIN? am 42 + À) + B ——— — 0. 
da 
Soit 
X1— — {2 = d, 


et, par suite, 
d’après la condition 
Xi 5 Xo Az —O, 


on trouvera 
Bi=:0, A ——sin?ama, 
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el, par conséquent, 


H(æ+a)H(x—a)H(x) 


sin amæ(sin? amæxæ— sin? ama)—= C 
( 65(æx) 


Déterminant GC en faisant + = 0, il viendra enfin 


82(0)H(x+a)H(r— a) 


sin? am? — sin? am a — 
KO:(x)0°(a) 


Cette relation importante prend, si l’on change & en a +iK, 
cette nouvelle forme 
@2(0)08(x+a)O(r —a) 


j — Æ? sin? am a sin? amr — 
G2(#}67(a&) 


? 
à laquelle on parviendrait encore d’une autre manière en employant 
l'identité 

1 H(x+a)H{xr— a) 


E DRAP EE Ta) = sinam(æ+a)sinam(r—a) 


sin? AM? — Sin? am € 


1— #2 sin? amasin?2amx 
Elle donne, en prenant les logarithmes de deux membres, 


log(1 — £? sin? am a sin? amx) —log@?(0)+log8(r+a) 


+ log0(xr—a)— 2l0g88(x) —2log@(a), 


et de là on tire immédiatement, en différentiant par rapport à & et 
en intégrant ensuite par rapport AND, 


S 40 a Q 2 € 
Æ2 sin am a cos am & À am a sin? amx dx 
4 1 — 2 sin? am a sin? amx 





c’est l'expression analytique découverte par Jacobi de la fonction 
de troisième espèce. En divisant par & et supposant ensuite 4 —0, 
on en déduit 





TX (3 1 à) 
Îl Kim amedr—Z(x) — {x — » 
1° Ex) 
où l’on a posé 
PTS mL 00 = El nier CAL 


I—2q +ugt—2q+2qli —... (=) 
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c’est l'expression donnée également par Jacob: de la fonction de 
seconde espèce et qui va nous conduire aisément à ses propriétés 
fondamentales. 


IT. — De la fonction Z(x). 


La première de ces propriétés est de n'avoir qu'une seule et 
unique détermination pour toute valeur réelle ou imaginaire de la 
variable. C’est aussi ce qui résulte directement de la considération 


de l’intégrale 
19 4 
1 k? sin? am 3 dz. 
0 


En effet, pour l’une quelconque des racines de l’équation 


I 
—— = 0, 
sin am Z 
savoir 


3z=2mK+(2m+i)iK", 


le résidu correspondant de ? sin? amz, c’est-à-dire le coefficient 
1 
de É dans 


I 


k? sin?am{[o2mkK+(2m+1)iK'+e] = rien) 
sin? ame 


s’évanouit, Car sin? ame ne contient que des puissances paires de € 
dans son développement. L'intégration, quel que soit le chemin 
décrit par la variable z, ne donnera donc qu’une seule et unique 
détermination. Nous pouvons ainsi poser sans aucune ambiguïté, 
en adoptant les dénominations de M. Weierstrass, 


k 
er k?sin? am x dx, 
0 


K+:K' 


iJ! — il k? sin? am x dx. 
/K 


Ces quantités se nomment les fonctions complètes de seconde 
espèce et sont liées à K et K’ fonctions complètes de première es- 
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pèce par la relation que nous avons déjà mentionnée 
T 
KJ'— K'J = - 
D) 


et que nous allons maintenant démontrer. 
A cet effet, faisons successivement 


Z —= K, 
z = K + cK', 
dans l’équation fondamentale 


Q"(x) 


L(r)= Car (a) 





La première substitution donnera tout d’abord 


HER 
Car on à 
6"(K)="0: 


Pour la seconde, nous partirons de la relation donnée page 143 : 
mr r+iK') 
O:(zæ+iK')=Hi(r)e ‘K 
et d’où l’on üre 


logO,(x + iK') = logH;(xr) — _ (22 + 1K). 
1 


En différentiant par rapport à x, on en déduit 


9Cr+iK7n _ Hi(x) Ex 


Etz+iK) Hitz) 2K 





Maintenant, si l’on fait + = 0, la dérivée de la fonction paire H, (x) 
s’évanouissant, 1l viendra 


O,(EK') @'(K+éK)  éx 
DOROREMIOCK KR) 0 2K 

On en conclut 
IT 


et, par conséquent, 


1 ZLCKE TK) — ZCK) ER. 
L 2 K 


: : , J 
ce qui donne la relation annoncée en remplaçant € par =. 
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Ces quantités J et J', lorsqu'on suppose le module # réel et 


moindre que l’unité, s'expriment par les intégrales reculignes 


l 


1l 
k2x? dx à k k2x? dx 
D nn, 
o VGi—aæ?)(1 — Ki?) HV CE UT Tr) 


et l’on a, comme pour K et K’, ces deux séries : 








J = T 3, 
2 
te or 7 er 3 Mr PES SEEN 
Je 3) 5€ 33) —..., 
en faisant 
1 SAT E ue) ja 
D'RVET Pe ES CN nt NU DE EUs 8 
NE +2() ET x) han SR SRE 
=ie+s(i) 8 JON QLe 2) a 
> 1 10 2N—2\2.4...92N — 4 
LL | j cr) gen 
DORE TT NE ln 


Voici maintenant la propriété de la fonction de seconde espèce 
qu'on doit regarder comme caractéristique et qui justifie son 1in- 
troduction à titre de nouvel élément analytique dans la théorie des 
fonctions elliptiques; elle consiste dans les relations 


LiDE RIZ) ENT 
ZL(x + >1iK = Z(xr) + oc)". 


Ces relations, qui découlent immédiatement des équations fonda- 
mentales 
O(æ+2K) —0(x), 


iT 
- Te L _— —— 2 ; K') 
(x +21K )—=—8(x)e STORE 


en en prenant les dérivées logarithmiques, donnent en effet la no- 
tion d’un nouveau genre de fonctions qui, étant uniformes, se re- 
produisent avec l'addition d’une constante lorsqu'on augmente 
l'argument des quantités 2K et 22K’. Plus tard, on verra le rôle 
et l'importance de ce caractère qui n’est plus la double périodicité, 
mais qui s’y rattache d’une manière étroite. 
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On y parviendrait d'ailleurs encore autrement, en partant de 
équation 


L(x+a)=Z(x)+Z(a)+ k?sin amxrsinamasinam(xr + a), 


c'est-à-dire du théorème de l’addition des arguments dans la fonc- 
tion de seconde espèce, que Jacob1 démontre comme il suit : 
Différentions, par rapport à x, l'équation 


9'"(c O(T— a 
(&) Be (T — à) 


O(a) 2 ©O(x+-a) 





HET AONE TZ 
il viendra 


k?sin am a cos ama4Aamasin?amzx  O'(a) 1 O'(x — à) (x + à) 


1 © 
1 — À? sin? ama sin? amx O(a) 2 O(æ—a) 2 0(x+a) 











=— La) +; Læ+a)—=2Z(æ—a), 


d’où, en permutant x et 4, 


k2 sin amzxcosamz À am sin?am « 





I 1 
a ——Z(x)+{Z(æ+a)+=-Z(x—a); 
1 — £? sin? am a sin? amx 2 2 


or ces relations, ajoutées membre à membre, donnent 


Æ? sin amx sin amasinam(æ+a)=/(x+a)—Z(x)—7Z(a). 


IT. — De la fonction H(x, a). 


On considère comme l’une des plus belles découvertes de Jacobi 
cette expression de [(x, &) où figurent deux quantités, Pargu- 
ment x et le paramètre &, par la relation 

9'(a) l Qir— a) 


LÉ RGN=ET + = los — 7 
| ta) NAS 0 (x La) 





dans laquelle n’entre que la seule fonction @ avec sa dérivée. Il 
pourrait même paraître inutile, à cause de la simplicité de cette 
expression, d'introduire avec une désignation spéciale et comme 
un élément analyt‘que propre la fonction de troisième espèce. 
Cette désignation cependant est consacrée par les travaux de Le- 
gendre qui ont précédé la découverte de Jacobi, et nous l’emploie- 


rons dans les énoncés des propositions suivantes. 


202 ŒUVRES DE CHARLES HERMITE. 


À. — Échange de l'amplitude et du paramètre. 


L’équation fondamentale donne immédiatement 


@(a) e'(x) 


RG NE TE Cire 








ou bien encore 
U(x,a)—NU(a,r)—=al(x)—zx£Z(a) 


en introduisant la fonction de seconde espèce. Cette propriété peut 
être établie directement et étendue aux intégrales d'ordre supé- 
rieur par la méthode suivante qu'a encore donnée Jacob. 

Soit ow(x) un polynome de degré quelconque en x et 


"  yeta)dr 
F = © — —— 


la différence F(x, a) — F(a, x), ou bien la somme des intégrales 


hi vVœ(a)dx + f Vo(r)da 
, (t—a)ve(z) J, (x —a)ve(a) 


peut être remplacée par lintégrale double 


“0 0 Vo(xz)ve(a) 2(æ— a) 


Or on trouve aisément que la quantité placée entre parenthèses 
est une fonction entière de æz et de a, de sorte que l'intégrale 
double se ramène à une somme de produits tels que 


** am da * x dx 


RE = x 
ÉVITE), vo(z) 





Le cas des intégrales elliptiques résulterait évidemment de là, 


en posant 
p(z)=xz(i—-x)(i— 2x) 


. e 7 J 
et prenant, pour variables x et a, les quantités al 


sin?am a. 
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B. — Des fonctions complètes. 


Supposons successivement dans l'équation précédente 


H(z,a)—U(a,r)=al(r)—xZL(a), 


Tr — K GE æz=K+ik'; 


en observant qu'on aura 
HG Rr— 0 
H(a, K—+:K')=0, 


on en conclut 


H(K,a)=alL(K)—-KZ(a)= a} —KZ(a) 
et 
U(K—+:K')—T(K)=:aJ — :K'Z(a). 


Telles sont les valeurs des fonctions complètes ou bien des inté- 
grales définies 


ei] 


HCKRY—= / 


#0 


Æ2 sin am a cos ama A ama sin?amr dr 
EE SR RE D nm CU 
t— 2? sin?amasin?amxr 


s K+EK 2 sin ama cosamaAama sin?am > dx 
ve 1 — 2? sin?am a sin?amxr 
S1 pour un instant on les désigne respectivement par Il et :IF', on 
aura les relations 
H(zæ+2K,a) —=H(zx, a)+ 21H, 
H(z+2iK',a)=U(x,a)+2ill 
et 


RTK 


2 


Mais nous observerons, à l'égard de la fonction de troisième es- 
pèce, que l'intégration introduit, en modifiant le chemin décrit 
par la variable, un multiple entier positif ou négatif de rÿ—1, 
de sorte que ces relations n’ont lieu que pour certains modes 
d'intégration, tandis que les relations analogues relativement à la 
fonction de seconde espèce n’exigeaient aucune restriction de 
cette nature. 
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C. — Addition des arguments. 


Considérons, pour fixer les idées, un nombre impair d’argu- 
> P , 
ments a), 4). 44. és parlarelation 


Die. ent — 0, 


l'équation fondamentale 


9'(a) 1 AD) 


Il ir FE En eS 
NEA Ÿ (a) 2 °8(r+a) 





dounera 
Ha, a)+U(a, a) +...+ I(ton:1, à) 


Û À ONE a OR UT ) 
Péta-a)O(ax La) MO (art à) 





Cela posé, je dis que la quantité sous le signe logarithmique 
s'exprime rationnellement par 


(A) | Sin ami, sin am %), Siam 


(NDS sinama, D Sinamaæ ee MD amer... 


Rappelons, à cet effet, qu’en désignant par f(x) et f,(æ) deux 
polynomes entiers en x des degrés n et n — 1 et faisant 


o(æx) =sinamæf(sin?amxr)+D,sin amzxrfi(sin?amæx), 
nous avons obtenu (p. 184) la relation suivante : 


AH(x— a )H(x — 4)...H(x — aon+1) 
O?1+1(x) ; 


o(x) = 


où les coefficients des polynomes f et f, doivent être déterminés 
par les équations linéaires 


p(u)=0,  p(u)=0,  ..., p(ar)=o, 


et sont des fonctions rationnelles des quantités (A 
Cela posé, en changeant + en — x, on en déduit 


AH (x + 4) H(T +)... H (x + a2n+1) 
Male Q?2+1(x) 4 
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et il en résulte 


PUR CNE, Hu.) 
o(—x)  H(x+u) H(x+a)... H(r+a,:) 


Or, en faisant 
ÉMIS A OR 
d'où 
I 


SINAMEL = = ——;, 
k sin am a 


à D, sinama 
D> Sin am © = — ne 
la quantité 

H(x — x) H(x — A). DE H(XT — 4h41) 


H(z+a)H(x +)... H(x + an) 
deviendra précisément 


O(a—a,)O(a—%)...O(a--Gsn+1) 
O(a+)0(a+a2)...O(A + on) 





Elle s'exprime par conséquent comme il a été annoncé, ayant pour 
valeur la quantité 


an 


sÈ \ 
Va f{ i es De sin am & ja { dE 
k sin am a k? sin?am «& ksin?ama , \ Æ? sin? ama 


I 7 I | re sin am @ F ( I | 
Æ sin ama k? sin? ama .Æ sin?ama \ Æ? sin?ama 


qu'on ramène, en mulupliant haut et bas par sin?#*! am a, à la 








forme 
sin amaF(sin?ama) — D, sinamaF;,(sin?ama) 
ë RE : Der eo) 
sin am a F(sin?ama) + D, sin ama F;(sin?ama) 





P(x) et F;(x)' étant comme f(x)et f.(x) des polynomes de 
degrés n et n — 1 en x. 


On peut donc écrire, en remplaçant l'argument &»,, par 


(a) Smile ce tn 07) 
léquation suivante 


Ho, a) + (a, a) +...+ (th, a) 
= Ha + a +...+ ds, a) 


sin am @ F(sin?am a) — D, sin amaF;(sin?am a) 


Am Fe O DRE PR EE en 2 NU ON NC CET NT UV ECSN RTS 0 
> “Psinam aF(sin?ama) + D, sin ama F;(sin?ama) 
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c'est le théorème de l’addition des arguments sous la forme trouvée 


par Abel. 


D. — De différentes fonctions analogues à la fonction 
de troisième espèce. 


D'importantes questions de mécanique conduisent souvent à 
réduire aux fonctions 6 des intégrales semblables à la fonction de 
troisième espèce et qui s’y ramènent par quelque substitution 
simple ; aussi Jacobi, dans son mémorable travail sur la rotation 
des corps, a-t-il jugé nécessaire de donner le Tableau suivant, 
qui offre la réunion complète de ces diverses intégrales ainsi que 
leurs expressions sous la forme la plus simple par les fonctions 6. 




















D'OPTP EC er 
1 k?sin am a cos am a A am asin?am x dx 8 (a) "#7 O(T—a) 
: ——— © © —2——————— =D —— + log ———. 
JE 1 — Æ?2 sin2am a sin?amx O(a) 2 O(x+a) 
WA 9 : 9 
5 k? sin am a cos am a cos? am x dx 6:(a) nt O(x— a) 
Le —— = = — D © — —|0S ————— 
4 Aama(i— #?sin?ama sin?amxy) O,(a) 2 °O(r+a) 
L 9 
3 il tang amaAama A?am æ dr Hot I O(r— a) 
 —  —- —_—————— — — DO ——————— 
de 1 — Æ2 sin? am a sin? amx H,(a) 2 °O0(æx+a) 
LL ; 
A ama cot am @ dx H'(a) I (rx —a) 
4. = _. —— = D —— + - log ———. 
, 1—Æsin?ama sin? amx H(a) 2 (Tr +a) 
5 TRES 9 (a) H(a+r) 
—_—_——_———° = —; - log ——. 
D sin? ama — sin?am? O(a) 2 H(a—r) 
6 “ein am a cos am a A?am x dx O,(a) … Ï H(a+zx) 
: — = — D — + - log ———. 
" Aama(sin?am a—sin?amæT) O,(a) AH (ET) 
” tangam aAam a cos?am x dx H’, (a) I H(a+zx) 
rh © — 7 — + = 109 =. 
: sin? am & — sin? am H;(a) nee) 
“Aamacotama sin?amx dx Fax H(a+ zx) 
8. —— © ————— =— D — + — log —————.. 
2 2 2 Le 
E sin? aim @ — sin?amæ H(a) E) H(a—x) 


[l nous suffira d'observer, pour qu’on puisse immédiatement les 
démontrer, que les équations 2, 3, 4 se déduisent de la première 


en y changeant successivement z et «a en 
x+K, a+K, 


PR RL ae KT KA 
æ+1iK', a+ikK!. 
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Ces quatre équations ainsi obtenues, on en üre les quatre sui- 
vantes par le changement de x en x + :K'(1). 


Des fonctions de M. Weierstrass. 


Il à été déjà remarqué que sin am x, cosamæx, A am, pouvaient, 
pour des valeurs de + moindres que l'unité, être développés sui- 
vant les puissances de cette variable en séries dont les coefficients 
sont des fonctions entières et à coefficients rationnels de #*?. Il en 
est évidemment de même de sin?amx, de la fonction de seconde 
espèce 


x 


ZT) = jf k2 sin?amzx dx, 
0 


F4 
de son intégrale Z(x)dx et même aussi de l’expression 
5 P 
(0 


#7 
— [ Lx) dx 
(AC ; 


0 


XL 
mais, tandis qu'à l’égard de sin?amx, Z(x) 11 Z(x) dx les 


_ développements ne subsistent que pour des valeurs de la variable 
dont le module est inférieur à l’unité, l’exponentielle 


_. 
-f Z (x) dx: 
e 0 


conduit à un développement convergent dans toute l’étendue des 
valeurs réelles ou imaginaires de x. Effectivement l'équation 


Tr 
(:) Si l’on représente par fa F(x) dx l’une quelconque des huit formes de la 
% 0 
fonction de troisième espèce, F(x) aura pour périodes 2 K et 2: K', et les expres- 


sions précédentes s'obtiendront immédiatement à l’aile d’une expression géné- 
rale des fonctions doublement périodiques, qui sera établie à la fin de cette Note, 
savoir : 


H'(æ -—6) 
F(z)=C+ER =, 
D H(æ— €) 
les quantités € désignant les racines de l’équation es —0,etR les résidus cor- 


respondants de F(x). 
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donne 





a # HE 
— Z()d re 2 O(T7 
e 6 NN ( ) 








AUOT 


Voici donc une propriété bien digne d’attention de la foncuon 


Cd 2 
(5 


® (x) de se changer par l'introduction du facteur e ? —— en 


So) 


une nouvelle fonction où l’argument est sorti du signe cosinus et 





où figure directement le module Æ? à la place des périodes et de 


k’ 

TT ° 
la transcendante g = e K Les mêmes choses auront encore lieu 
évidemment à l'égard de ces trois autres fonctions : 


H(æz) : 
(0) ve 


Er r Rs À 
Al(æ)}s = cos ame vo cé LT ue VES 


X 
; —f Z(r) dx 
Al(æh=snamze co = 








, 
—f Z (x) dx _— 
Ar = Na TE A — 6 


 B1(æ) TA 
Mer 


Il en résulte qu'à côté des développements périodiques 











20e 1 2Vgsinr—2\gsin3x+o2/g5isin5r —... 
sin am = ——= : : = , 
T he [—2q9C0S82% +92q"COS4AXT —2q1cos67 +... 
2Kx Vq COST + >V /q9 cos3æ+2\ gs COST ir. 
cos am = © © _— ——_——]—©° —————; 
T Ne 129 C0s27 0 g#COoS4T —2qTosCT EF... 





> Kzx 1] 14941002. LE 9 OUCOSAT AA UEOSOT 
A am = = ÿk ( [ ; d 





x Lie [—2q cos 27 +2q4CoS4T — 2q°cos6 +...” 

on voit s'offrir un autre mode de représentation où les fonctions 
doublement périodiques sont exprimées par des quotients de 
séries rationnelles en x et #?, et convergentes quelles que soient 
les valeurs réelles ou imaginaires de ces deux quantités. Abel avait 
entrevu et rapidement indiqué la possibilité de ce nouveau mode 
d'expression des foncüons elliptiques, mais c’est à M. Weierstrass 
que revient l'honneur d’avoir mis dans la Science, au lieu d’un 
simple aperçu, une théorie profonde qui conduit directement à 
ces nouvelles fonctions, non seulement dans le cas des transcen- 
dantes elliptiques, mais pour les transcendantes abéliennes à un 
nombre quelconque de variables. Ne pouvant exposer ici les prin- 
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cipes dont cet illustre géomètre a tiré ces grandes et belles décou- 
vertes, nous nous bornerons, et sans sortir des fonctions ellip- 


tiques, aux indications suivantes. 


[. — Définition des quatre fonctions Al(æ). — Équations 
différentielles. 


Afin de rattacher immédiatement ces fonctions aux quatre fonc- 
ions @(x), nous poserons : 


? 


X 
—f Z (x) dx 
AD eo 

















sin am — DE 
ANR NT) 
" AI(x }2 
(A) PCOSAMT= mie 
Le ATCT a 
NAT AIX)? 
el, par suite, 
Ü x? 
be A) 
Ale (a)? 
MS 
Aitd)ite E(0) Ve 
Pre 2 Hi(æ) JE 
en ni 11T (t 
Al(æ)}:= e b(0) E 
{2 
Be NI ge 
| A ltæi)s té E(0) VÆ 


Des relations (A) résultent en premier heu celles-ci : 


Al(xh = AlP(x)— Al(xh, 
Al(x) —= AlP(x) ee Æ2AP(x):. 


Nous déduirons ensuite des égalités 


#4 
— Z (x) dx 
A Cie ue 


Al(æx); 
Al(æ) 


— sin am, 


deux équations différenuelles, en prenant d’abord les secondes 
re 4 
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dérivées de logarithmes des deux membres, ce qui donnera 








dAogAI(z) TELE É: Ai: 
Pr — — k? sin?amr =— À AT (x) 
ec 
d'logAl(æ)h}  d?logAl(x) de d?log sin amx fs ERA OEE 
dx? dx? dx? sin?amx 
d’où, à cause de l’équation précédente, 
dlogAl(x ); a I Es Al) 
dx? 7 sinamæ>  Al(æ}h 


Voici, en développant, les équations différentielles qui en 
résultent : 
BAIE) FAT panteyeo 


d'Al(x) dAl(x) 
Farc) dx? | | EPL 


| AC) 
{ 





f+ar(a y 


On aurait d’une manière analogue, où comme conséquence des 


relations algébriques, 








2 d’AI(X)à dAl(x o 2 
| AG) dx? | | Pate NCA 


Ces relations importantes que M. Weierstrass tire immédiatement 


des équalions de définition : 


d'sin am 
a CCS A DA, 


dx 
d'cos am x 
a mu ill 417 Nam}, 
dx 
dAamxr Me 
——— —— sin amzx cos am x, 
dx 


et par une méthode qui s’applique aux transcendantes abéliennes 
les plus générales, peuvent alors, par une nouvelle méthode, con- 
duire aux fonctions @, ou servir à démontrer directement qu'elles 
définissent des fonctions développables suivant les puissances 
de la variable en séries indéfiniment convergentes, et dont les 
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coefficients sont des fonctions entières de kÆ? à coefficients ra- 
tionnels. Toutefois, pour effectuer les développements, on suit 
une voie différente et plus simple dont voici le principe. 


IT. — Équations aux différentielles partielles. — Formules 


de développement. 


Une analyse un peu trop longue pour que nous puissions la 
rapporter iei a conduit M. Weïerstrass à ces équations linéaires 
aux différences partielles, savoir : 








| É) +ok2x ee + 24kk"° se + K2x2Al(x) 0, 
ACAIES 2x Eh + > kk° neel (KE Hat) Al(xh = 0, 
LE. no 2 kk"? SRE + (1 + 2x2) Al(x)2 = 0, 
HIS _— +2ktx a + 2 kK2 Rae +(k2+ 2x?) Al(x)3 = 0. 


Ces relations importantes sont éminemment propres aux dévelop- 
pements en séries, et l’on en tire les formules suivantes. Soit, en 
désignant le produit 1.2.3...n par n! 

D | ; 


N ne VA x? 
ACT) ==: Sn. 7 +As a On UNE ie) 
de De x?èm+i 
Al(rh= 2 — Bi = + B: = —...+(—i)e DB, ————.. 
æh Er N Ne US RE) 
x? x x?m 
DIU See 0 et D mas AU 
x? x ax?m 
AIT = D; otl —+ Dir = D) + (— 1)" D} Cm)l. e 








(!) Le terme en æ° manque dans ce développement, comme on le voit & 
n 
x , : _ Z (x) dx 1 
prior part l'expression e + 0 où la série en exposant commence par un 
terme en x. 


1 17 
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on aura 


CR 


2 — 2 A2, 


= 8(A2+ 4), 


= 3o(A2 46) + 6844, 


s = 128(42+ 8) + 480(A+ + AS), 
y = 512(42 + 410) + 3 008 (At + AS) + 5 400 À6, 


= 2048(42+ A2) + 17 408(kt+ 410) + 49568 (AS + XS), 
= 8 192(42+ Alt) + 95232 (4% + A12) + 395 520 (A5 + £10) + 603376 ÆS 
— 32768(42+ K16) + 499712(kï+ Alt) — 2853 888( AS + A1?) 
+ 56680g6(48 + 410), 
—131072(4?+ 418) + 9 539 520( ki + Æ16)  19097600( A6 + A+) 
+ 38 153728 (48 + 12) + 4209078410, 
= 1 + À?, 
0 net Chen Lt 
= + A+ 9 A2 Kt), 


y =i+ Â8SLI6(A2+ 6) — 64, 
35 =t+ A0 os (AH A8) — 4A94( At KS), 
y IAE SG(A2H A0) — 5581 ht + 8) — 12 184 56, 


= 14 A O2 + A2) — 55 193 (4% + 10) — 159605(45 + ÆS8), 
1H AIR GA(A2H Et) — 502 892( Àt + A1?) — 2279 488 (A6 + 410) 
— 354793048, 
it ASE SCA H16) — 4537500 (€ #14) — 29198 588(X6 + k12) 
— 59331498(48 + 10), 
= 1 +20 oo (A2 + 8) — Jo856715(4t+ K16) 
— 31380080(45—+ Æl*) — 09015270 ( A8 + Æ12) — 19278 530 85610, 


sv 0. nee © 1e els pe lt es 0e 15 010106 où er ele ls os etats» © ele ve sp Qlalel ble lsle ses ee ee ln e à 01210: 56 


= 1+ 2/42, 
=1+6A2+8/t, 
=i+ 12424 6oAt+ 32456, 


s =I1+ 2042 + 348 Lt + 448 K6 + 12848, 


= 1+ 3042+ 2372 /4t+ 4 600 k6 + 2 880 A8 + 5r12Æ10, 
=1+ 4242+ 19308 £t + 518166 + 45024 48 + 16 896 10 + 2048412, 
= 1 + 5642+ 169 320 Lt + 628 064 À$ + 755 264 À8 + 35-0944 Æ10 
+ 93 184412 + 8 192 Et, 
=1+ 972421515368 4 + 7594 592 À$ + 12998928 X8 
+ 9100288 Æ10 2 5925 888 A1? + {91 520 L1+ + 32568416, 


Co 1+ 9042 + 13623 480 Lt + 89348 080 X$ + 211 064 400 8 


+ 219361 824 A10—+ 100 242 944 A12 + 1 8450432 14 
+ 2506752416 + 1310522418, 


ven eve v,%)5 «© os je ste de als FR ES To ele res. 61e D 0 +. oceue els 6la 219 le 5% e nets » 5 ee tir ele cv 
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2 + GA* +6, 
242 + Go A++ 1246 + X8, 
De re 484% + 348 6 + 20 À8 + X10, 
D, = 51242<+ 9 880 À* + 4 Goo A6 + 2372 48 + 3o À 10 + 12, 
D; = 204842 + 16896 LÀ + 45024 £6 + 51 816 À8 + 19308 A10 + 42 12 + tk, 
Ds = 8 19242 + 93184 k£*t + 350944 À6 + 557264 48 + 628064 Æ10 
+ 169320 À12 + 56 Æl+ + A6, 

Ds = 32568 À? + 491 520 À* + 5 525 888 K5 + 9 100 288 A8 

+ 12998 928 À10 + 7 594 592412 + 1 515368 Alt + 52 AIS EL XI, 
Dio= 13107242 + 2506752 £* + 18450 432 A6 + 10024294 8 
+ 219361 824 A0 + 21 1064 400 k12 + 89348 080 Lt 
+ 13623480 £16 + 9ok18 + 20, 


(= 
CS 
I 
(ee) 
S 


Mais les équations aux différences partielles ne servent pas seu- 
lement à faciliter le calcul dont nous venons de rapporter les résul- 
tats d’après M. Weïerstrass, elles donnent encore, par exemple, 
une démonstration facile des équations suivantes, qui se rap- 
portent à la transformation du premier ordre, savoir : 


AI (az 5) — Al(z,k), 


A (ka : 7.) = ÆALCæ, A 

ras 
Ai (aa 3).= Al(æ, Æ)s, 
= NAT Ne. 


AI(&r, F 


Al(iæ, k')=e? Al(x, K), 


Al(iæ, k'h=ie? Al(x, kh, 


A 


et lO À) 
Al(iæ,k'};3= e? Al(æ, k)s. 


Nous remarquerons enfin qu'en passant ainsi des fonctions 
O(z) à Al(x) qui ont perdu tout caractère périodique, les quo- 


214 ŒUVRES DE CHARLES HERMITE. 
Al(æh; Al(æ): Al(x}: 
Al(æ)’ Al(x)° Al(x) 
riodicité en vertu des relations suivantes, conséquence immédiate 


Uents se trouvent posséder la double pé- 





des équations (B), en se rappelant qu’on a 


=> et KJ'—K'J=—, 
SavOIr : 
PAC 0 KI) + Al(r)-e72HxHE), 
Al(æ+2K);,=— Al(x)h e-21(&+K, 
Al(x +2K) =— Al(æ))e-21(x+W, 
AGE 2K ER = + Al(r)3 eT21T ER 
et 
Al(æx + o1K') ——Al(æ) e—2iJix+ik, 
Al(æ—+921iK');—=—Al(r)h; e-2iJix+ik, 


A l(ætoiK'} =PAI(G)e 2x etK 


Al(x+2iK'}3; = + Al(x)s e=2iJ'(x+ik), 


Développements des fonctions elliptiques en séries simples 
de sinus et de cosinus. 


Voici un nouveau mode d'expression analytique qui se distingue 
essentiellement de celui que nous venons d'étudier, en ce que la 
variable est assujettie à rester entre certaines limites déterminées, 
de sorte que, ces limites changeant, la forme du développement 
doit changer également. Toutefois, comme il suffit, pour embras- 
ser toutes les valeurs réelles ou imaginaires de l’argument, d’un 
nombre limité de développements et que, dans chaque intervalle 
d’ailleurs, le développement convenable subsiste quelles que soient 
les périodes ou le module, on peut présumer que l’étude de ce mode 
d'expression ouvrira également la voie pour parvenir aux pro- 
priétés fondamentales des nouvelles transcendantes. C’est, en 
effet, ce qui a lieu, et l’on verra même ainsi s'offrir naturellement 
la réduction aux fonctions elliptiques de toute fonction double- 
ment périodique uniforme, c’est-à-dire la proposition de M. Liou- 
ville énoncée page 129 et qu'on démontrera ci-après. Mais, à un 
autre point de vue et par le seul fait des identités entre les séries 
et les quouents de séries, on se trouve amené aux propriétés des 
nombres les plus cachées et les plus importantes, propriétés dont 
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l'intérêt s’augmente même par le lien si imprévu qui les rattache 
aux transcendantes de l’Analyse. Nous nous bornons ici à cette 
indication, ne pouvant entrer dans cette partie fort étendue de la 
théorie des fonctions elliptiques et qui est liée étroitement aux 


belles recherches que la Science doit à M. Liouville sur les fonc- 
tions numériques. 


I. — Première méthode. 


C’est celle qu’indique naturellement l'équation () 





(®) (2 = A(i—2g cos2x + q?) (1 — 29% Cos2x + gi) 


OC GP AC OS DIET GUN RUE 
En partant en effet du développement connu 


Cos{r 





I 
— — log(i— 2qg cos2x + g?) = q cos2x + q? 
2 


, C0S6æ ; COS8T 


7 LV l Pa 








on aura 





Û 2Kx Ë 
1080 = Const. — cos2% (gi + g$ Æ g$ N°) 


COS 4 T 





< CGR GER QUE) 


cos6ær à 
M (gÿ+qgs +qgi5 +...) 


COS 


f 





(g*+gl—+g0—+...), 


ste sn el cles els lets ele here sde) e ns eo 16 Ale le sie 6 re) o: slalis pe ‘a elle jee) nue e 4€ se pe 





] 2Kxr 4 COS2T qg? CoS4 x 
- loge — const. — Re nou 
LENGUEE 77) 


g® cos6x g*cos8x 


On en conclut les développements des fonctions de deuxième et 





(1) Voyez p. 14r. 
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RUES a 4 1 Ses s Il ts o 
de troisième espèce, d’après les relations 


O'(a) I Cru) 





MSG A TTER TE OS O(x+a) 
. O"(x 
ANNE ma 


c'est-à-dire les formules suivantes : 





TH T 


g’ 2 Ka 
2Kr 2Ka 2Kxr x 
ILES Re En, À ne RSR us die ne 





gcos2(r+a) g?ecos{(tT +a) 





LEA: AT 
q COS2(X — à&) g?cos4(x — a) 
RÉ C7) 








[2 sin2asin2æ g?sin{asin4gæ  g%sin6asin6r | 
— 2 a ————"— | time 


1 — q? L: 2(1— g*) " 3(1— gf) 








L 


2(2) CS (4 ARRET RREUE "AU eee). 
Ares UE à ose | 


En différenuant par rapport à x la dernière, on oblient encore 











AO ET ONE JÉ0S CES 2q?cos4æ  3q%cos6x 
sin? am = — © + — + +... |. 
DT T DT US 7) 9? 


Mais c’est à sinamæ, cosamx, A amæ qu'il s’agit de parvenir, et 
le même procédé s’appliquerait, s’il était possible de les considérer 
comme les dérivées logarithmiques de fonctions décomposables en 
facteurs ainsi que 6 (x). Or, on a, en effet, 

PR EE dog(A amzx — Æ cos am) 

dx 

dog(A amæ + 1k sin amx) 
RE , 


dlog(cos am + 1sin amx) 
LA MT Med. | oo 
dx 


1k cos amæx — 
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et les quantités sous le signe logarithmique s'expriment comme 1l 
suit: 


2K x 2K x 


A am — X cos am 








T 


_ (0 ÿg cosx + q)(1— 2 ÿg® cos + q3)(1 — 2 ÿ/q5 cosæ + g5)… 
= LE == == 2 
(1+ 2 ÿg cosx + q)(1+ 2 Vq3 cosæ + q3) (1 + 2 ÿq5 cosx + q5).… 





2Kxr Fate 2Kr 
+ 74 sin am 


T os 


À am 











_ (1—2y—=gsinx— g)1—2—qisinæ—q3)(1—2y—g5sinæ— q5).…. 
(i+ey—gsinx—q)(1+2y—q3sinx—qg3}(i1+2—q5sinæ— qi)... 


2Kr 

















+ 1 Sin arn 


T T 


cos am 


_ et(1—gertie)(n— qgetix)(1— qgientie).. 
NETTETÉ TENTE EE 


de sorte qu'un calcul tout semblable à celui qui a été fait précé- 
demment conduit aux formules suivantes : 














AE 2KT /q sinx gs sin3æ qgssin5æ 
RK om ee = V9 sine, Va sinse , Varsinse 
2T T (es à = ge A7 (A 
kK 2Kæx Vqcosx Va3cos3x Vaÿcos5x 
cos am TR 
27 T Ce = 9E 1+ gÿ 
K Mars RMI T COS2T DS JACONM AN OS 62 
! (l nee ne TR  - PRIS TES ARE RNA 
2T T 4 L+ 9° l+ g* 15 gÈ 


Quant aux expressions des quantités 


Aamæ— À cos am, 
Aamæ + 1ksin am, 


cos am +tsinamp?y, 


dont nous venons de nous servir, nous nous bornerons à établir 

l’une d'elles, a même méthode s'appliquant aux autres, et c’est la 

dernière que nous choisirons, les précédentes se trouvant dans les 

Fundamenta, car elles se urent de l’équation (5), page 86, en y 

changeant pour la première + en = — x et pour la seconde g en — q. 
A cet effet, soit pour un instant, comme page 140, 


AT A 
OH eLNS : 
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l'expression qu'il s’agit de démontrer égale à 


cos amæT +z:sinamæ 
prendra cette forme 


LCI 
AE o(—x+iK')p(x + 3iK'")op(— x + 5:K)... 
o(æ+iK')p(—x+3iK')p(x + 51K')... 





2 


d’où l’on voit qu'on la ramènera déjà à avoir O(xz) pour dénomi- 
nateur en multuipliant les deux termes par 


Ao(—zx+iK')o(x+3:K')p(—x+51K')..., 


À désignant une constante. Faisons donc 


TA 


P(x)= Aer o2(—r+iK)p(x + 3iK')p(— x +5iK').., 


on aura évidemment 
b(æ+2K)=— (x), 
et, en second lieu, 
pr 3IK) BLUES 
Dir ViIK = DD) ge — Dire : 
( 4tK) (æ) q oi(& ESER) (æ) 
Or on sausfait de la manière la plus générale par des fonctions en- | 
tières aux deux conditions 


\ (x + 2K) = — P(x), 


2iT 
; , em. 2iK' 
(S(r+4iK) P(z}e HN pee 


Î 


en prenant 


de sorte qu’on peut poser 
ee o(—x+iK')v(r+3iK')o(—x+51K')... 
DURE) PET EE S TK 7) (Tr EHTRON 
_ CH(z)+ GH;(x) 
\d (x) 





— À cosamzx +1:B sin am, 


en désignant par À et B des constantes, qu'on déterminera par 
une hypothèse particulière. Soit par exemple x =0oetx—K, on 
obüendra immédiatement À — 1, B—1, ce qui démontre notre 
formule. 
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À cette occasion, je remarquerai que la manière la plus géné- 
rale de satisfaire par des fonctions entières aux conditions 
| P(æ+A4K) —= P(x), 


qe 
A PET 


| (x+4iK')=db(x)e K 
qui comprennent les précédentes, est de prendre avec quatre con- 
stantes arbitraires 


(x) = AO(æ)+ BH(x) + C@i(æ) + DHi(æ). 


Cette expression qu’on voit 4 priori être solution, par les rela- 
uons de la page 151, est effectivement la plus générale; car, en 


supposant 


miTx 
DID den 





ou plutôt 


In? mir 





DÉS, JA CNET 
la seconde de ces conditions conduira à poser 
Amn+k — dm; 


ce qui ne laisse bien subsister que quatre constantes arbitraires 


dans l’expression de D(x). 
Il. — Des séries précédentes ordonnées suivant les puissances de q. 


Ces développements se sont offerts d'eux-mêmes dans ce qui 
précède; ainsi, avant d’effectuer la sommation des progressions 


géométriques, a-t-on obtenu par exemple : 


LICE 24 = 
sin am eh sinæniÿq (1+g +q2—+...) 
T 








D 
2 TC 


“sin x (gs (1 gg...) 


+ sinix WG (D gen quete) 


_... .. 


— Sin T > Va2n+i 
+ sin 3 ù VI EMETE 


+ sinix S VA TETE 
gp 


An le ele ete ee es) els el es) x «04 
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bien, sous la for 1! loubl 
ou bien, sous la forme d’une somme double, 


Le 2Kx 
Sin 


27 





SNS sin(au + 1) pqeu+DemHD, 


Faisons donc 
(au+i)(om+i)= M, 


M représentera tous les nombres impairs, et le coefficient d’un 
terme quelconque ÿ/q", dans la série, sera la somme de toutes les 
quantités sin(2u+ 1)#, où 20+ 1 est un diviseur de M. Et, comme 
tout diviseur d’un nombre impair est lui-même impair, on pourra 
écrire plus simplement, en désignant par 4 un diviseur de M, 


KkK . 2Kxr NP ANLE 
sin am _ Va sin 1. 


27T TT 








D'une manière toute semblable on obtiendra 


M —1 


K oK Ver ls. 
ss cos am ne d Va (—1) ? cospæ. 


= Lau 
LE 


27e 





À lPégard de Aamz, si l'on désigne par N= 2'M un nombre entier 
quelconque, 2” étant la puissance la plus élevée du facteur 2 qu'il 
contienne, de sorte que M soit impair, on aura 


: M1 Den 
K 2Kxr I a N — 
— À am = + (— 1) 2? q\ (— 1) ? cos2VFinæ, 
NS T Â 





où |} représente comme précédemment tout diviseur du nombre 
impair M. Il est impossible de ne pas être frappé du caractère 
arithmétique de ces expressions 


> sinuwY, 


fo 
2 


de 1) COS UT, 


p—1 


œ — ; 
(nm) Ncos2 IUT, 


elles offrent un exemple des fonctions numériques qui ont été le 
sujet des belles recherches de M. Liouville, et la manière simple 
dont elles sont amenées par la théorie des fonctions elliptiques peut 
aisément faire présumer le rôle de cette théorie dans l’étude des 
propriétés des nombres. 
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UT. — Vérification des équations différentielles fondamentales. 


Désignons par m et m' tous les nombres impairs positifs et né- 
galifs, par la lettre » tous les nombres entiers pairs et impairs; en 
posant 


nt mnt 
U LYS SE nn 


I — PE 


V — \ vgrr'em'ix 














md 1+g 
n p2nix 
Ne Ta re 
[ + ges 
on aura 
A EN XL 2Kx 
sin am Ii" 
À K NZ ; 
— cos am =) VE 
LAS fFC 
K 2Kr 
EN QE 0. 
T T 


Cela posé, aux équations 


d sin amr 
dx 


dcosamr 


= A COSamiAanTr, 


Il 


— sin amæAame, 
de 


dAamxr 
dx 


—-{?sinamrcosamz, 


correspondent celles-ci 


NU ee UV 
de — dr dx 


que nous nous proposons de vérifier. 
Considérons pour cela les produits 


m'+2n 


Es — q 2 enr +2n)ix 
Mes à G—gm)(i+ qg2") 











n+g9n 
etr+2n)ix 
WU D ; 
EOPANOErN 
m + on 





q 2 etrn+m')ix 


UV — 9 
d UNE) E gr") 
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et observons qu'on a identiquement 














nm'+2n m+on 
q 2 q 2 f Je 
(1 + qe) (1 = #0) ou 1— gun (: ne que re 1e ns) 
m+2n mnm+2n 
q 2 q 2 I qu 
(1 = q 70) (1 ue g2n) É CE Ses gran (: = sb Le te x) 
mn + nr mn + mn 
q 2 q 2 ( I qu 
(i—g")(1+g") FT I + QC Rne Ci QT ra el 
En posant 


m +on—=M, 
m +on —=M' 


m +m —2N 


de sorte que M et M soient des nombres impairs, et N un entier 
quelconque, on pourra écrire : 


M' e" 1x I M'—7n 
VW = D ee he) & = qe I . a) 


lys ou I qM=m 
HAE D AE == Gp se l . à 





Uy cs T = PE = gi LA te HE d 
. ; , ; ; , dU dv 
Ces expressions étant comparées respectivement À — ) —) 
dx dx 


adW | 4 ; 3 ps 
> On reconnait qu'il suffit pour démontrer les relations diffé- 





rentielles d'établir qu'on a, en supprimant les accents : 








M—77 
I (e 
M=2Ÿ ( TN 1 M—7r1 
ICS q SEE 
M—7r 
Q 
M = 2 UT — FL Fe —+ ne) 
I 2N—7n 
es NS PER er 
Er D IE / ler 


Le procédé à suivre pour cela étant le même dans les trois équa- 
uons, nous considérerons, pour fixer les idées, la première. Dis- 


unguons, à cet effet, les valeurs positives des valeurs négatives du 
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nombre 7»; les premières conduisent à l'expression 


] pa 
D (: = Ce re — el ? 


qu’en supposant M positif, nous écrirons 


« Gr gr 
» (- HE Cm A 1 + a É 


d’après les idenutés 


I m 
—————— ==) — LS , 
l — QE SE (se 
DATE MEL (aol 
Tone JE dé 12e que 2 


les secondes, en mettant — mn à la place de m, à celle-ci : 


I GE \ g" qMrr 
» (: .. GT MS = re = (- ue gr 2 1e ne) 7 


de sorte qu'il reste la quantité suivante : 
q m—M q M+7n 


1 GE CEE APE : 


Mais, à parur de m—2M+1:, tous les termes de la première 
somme sont donnés par la seconde en signes contraires et dispa- 
raissent. Ainsi il ne subsiste plus qu’une série finie 


m—=2M—1 


JR 
D UE qmM? 


11111 


que nous décomposerons comme 1l suit, en isolant le terme 
moyen, SaVoIr : 


m—=M—2 . 7 —2M 1 
m— —M 
q Fe 1} be dr GE 
m—M m—M 
Lo q 7 ES q 
HN | m=M+2 


GED 


Or, en remplaçant , » la première somme 


| 
qu APE gum 
est 
| I 
= + + — 7 > 
1+q?  1+g* LE ge 





224 ŒUVRES DE CHARLES HERMITE. 


et ces divers termes, respectivement ajoutés à ceux de la seconde, 


SAVOIr : 
L 


2 le M—1 
7 a  — 
19 1 rat À LE 





donneront autant de fois l'unité qu'il y a de termes, c’est-à-dire 


M—1 .. x ; I : 
———; joignant à cela la fraction = qui correspond au terme du 
2 À 


milieu, 1l vient en définitive 





ce qui est bien le résultat auquel il fallait parvenir. Enfin, si l’on 
suppose M négatif, on observera que l'expression que nous avons 
considérée change de signe avec M, de sorte que 


© I NET ( I ae 
D: (- 4e api AA re =) =—Ù I + al Ha re =) 


En effet, si l’on met dans le premier membre »m + M au lieu de m, 
on obtiendra identiquement le terme général de la série du second 
membre. 

Après avoir ainsi montré par un exemple important de quelle 
manière les nouveaux développements peuvent, comme ceux qui 
ont servi de base à la théorie, conduire aux propriétés fondamen- 
tales des fonctions elliptiques, nous allons présenter à un point 
de vue plus général la comparaison entre les deux modes d’expres- 
sions, en donnant sous forme de série périodique simple une fonc- 
ton uniforme quelconque à double période. 


IV. — Développement en série de sinus et de cosinus 
d'une fonction doublement périodique. 


Nommons F(:) la fonction proposée, 4 et b ses périodes; voici 
en premier lieu comment nous définirons les limites de la variable, 
entre lesquelles sera successivement représentée cette fonction, 
par un développement en série de sinus et de cosinus qui mettra 
en évidence, par exemple, la période &. Observons, à cet effet, 
que l’expression 

z = at + bu, 
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en supposant réels £ et u, peut représenter toute quantité imagi- 
naire, et que, s'il s’agit d'obtenir toutes les valeurs que peut 
prendre F(3), il suffira, eu égard à la double périodicité, d’attri- 
buer à 4 et w toutes les valeurs réelles comprises entre zéro et 
l’unité. Nous appliquerons cette remarque aux racines de l’équa- 


uon 





I ? » L2 . 
FG) — 0 dont dépendent les limitations que nous avons en 


vue, eten suivant l’ordre croissant depuis zéro à l’unité des valeurs 
de w, nous les désignerons par &4, €, ..., G:, de sorte que &; cor- 
responde à u = ui. Cela posé, soit v; une quantité comprise entre u; 
et &iya ('), les limites exclues, l’expression 


Fat + bv;) 


ne pourra devenir infinie pour aucune valeur réelle de #, et donnera 
lieu par suite au développement 


F(at+bu;) = Ÿ A ermimt, 


convergent quelle que soit cette variable. Par conséquent, si les 
quantités {; sont en nombre égal à 1, l’ensemble des 4 séries sui- 


vantes : 
> A1) e?mink, 


ù (2) L2/ni 
AG) e2mniTt, 
tbe bn 


(W) 32yni 
Ÿ A} e2mint, 


1/41 DOI, 


représentera F(3) pour 


t étant quelconque, # moindre que l'unité, mais toutefois en 
excluant les quantités 
at + bu, 


at + bus, 








(') La quantité v, pourra être supposée comprise non seulement entre «w, et 
zéro, mais encore entre zéro et la valeur négative de w la plus petite, abstraction 
faite du signe. 


H,— 11. D 
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Et si l’on reproduit périodiquement les mêmes séries, en faisant 
croître & depuis l'unité jusqu’à l'infini, et décroitre depuis zéro 
jusqu'à linfini négatif, on aura embrassé toute l’étendue des 
valeurs imaginaires de l’argument et obtenu, sauf les restrictions 
indiquées, une représentalion complète de la fonction. Cela bien 
compris, nous allons donner la détermination des quantités À,,. 
Pour cela nous emploierons la proposition fondamentale du 
calcul des résidus, exprimée par l’équation 


frtoas LT, 


où le premier membre représente l'intégrale d’une fonctuüon uni- 
forme f(z), prise le long d’un contour fermé quelconque, et A la 
somme des résidus de f(3) pour toutes les valeurs de la variable, 
qui correspondent à des points renfermés dans ce contour. Cette 
proposition de M. Cauchy, appliquée au cas où le contour est un 
parallélogramme ayant pour affixes de ses sommets les quantités 


P 
PO; 
p+a+b, 


p + bd, 


et pour équations de ses côtés ces relations où la variable croît de 
zéro à l’unité, savoir : 


ù1 


= D + al, 
3=p+a+ bé, 
3=p+b+a(i—t), 
= p+b(i—t), 


A 


donnera 


si 
f(p + a+ bt) dt 
0) 


A 


1 
a f(p+at)dt+ b 
2/0 À 


1 


1 
—a f fp+b+atedtb f Ffp+b(i—t)| dt = ira, 
A0 


0 


ou plus simplement 


A À 


1 
a f f(p+at)dt+b | [lp + a+ bt) dt 
40 * 


0 


ee 


1 l 
nl] f(p+b+at) dt —b Î [(pP+ 01) dt = 21rA. 


44) 
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D'ailleurs, et d’après la signification précédemment indiquée, 
A représentera la somme des résidus de f(z) pour toutes les ra- 
eines € de léquation Fe — 0, dont les valeurs peuvent être 
représentées par la formule 
(= p+at+ bu, 


en supposant { et w compris entre zéro et l’unité. Cela posé, 
l'équation 
F(at —— b:) = © Ajpetmine, 


donnant 


1 
AP — { F(at + b 1) e—2mint dé, 
0 


nous appliquerons la relation (1) en faisant 


P —= ai 


— b VU: 
2 MiT = 


f(z)=F(z)e fe 





Comme on a évidemment 


(sa) =(s), 
f(z + b) = f(3) 2", 


en posant, ainsi que plus haut, 


le premier membre de l'équation (1) se réduira à 
a AUD (1— q2#). 


Quant au second, c’est-à-dire à la somme des résidus de la 
fonction 


Nr DIU) 
—2miT £ 


H(S)e & 





1 


pour 3 = 1,02, ..., (y, nous supposerons pour ADS que ces 


quanutés soient des racines simples de l’équation 0 alor. 


FG) 


en désignant par R; la limite de & F(6; +e) pour : = 0, on trouvera 
immédiatement 


5 F bu, 9 Ë & Ca « (an 
AIT — L — 2 IUT —* — 2m Tr — — QU TR 
e Rice «+ Re LE + Rye « }. 
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On en conclut le développement cherché de la fonction F(z)pour 


3 —= at + bo, sous cette forme 


iT ÎT 
2 in —(3 —Ù,) 071 (5 Ce) DRE = 


. 1 
DIT e œ e [e e % 
(z)= const.+ — |R, > —————— + R; > + LR, > —— — |, 
a I — 2 IL — gg? ù I — FRovE 


où nous ajoutons une constante arbitraire, en supprimant dans 
chaque somme le terme qui correspond à m»—o. Pour ce cas 





effectivement l'équation 


aA(D(r—q 272) —2iTA 


ne peut, comme on le voit, déterminer À", et donne seulement 
A— 0, c’est-à-dire 
R+R+...+Ry=o. 


Mais, avant d'aller plus loin, faisons de suite une application de 
la formule générale que nous venons d'obtenir en supposant 


lHGaI = sinamz. Soit alors 


ir. 
DR KE 
on aura 
1 — ct K', 


XX SX 


s—1Nt 0 K. 
À , LA I 
R, + limzs sin am(izK'+e:) — 7? 


à 


#. K’ 
Ne 2K — ÿg, 


el, par suite, 





iT _ iT Pe . 
; mm —(53—ikK') mm —(:—iK—2K) 
1T e 2K Te 2K 
Sinamz—= > Ÿ Re + const. 

2kKK | em 1—q "1 Lee 

IT mn = - Va" ; 

EN EE ———— |1—(—1)"]+ const. 

2 ÂK dd I— qg—" 


On voit qu’on peut ne conserver que les valeurs impaires de mn. 
de sorte qu’en supposant nulle la constante, on trouvera immédia- 








tement 
C 5 2K3 a , nm 
sin am EN emnirz Vq 
T T Ace 1— gi 


c'est-à-dire pour le second membre la série désignée par U, 


page 221. 
Revenons aux considérations générales, et surtout à la compa- 
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raison des deux développements qui correspondent à 5 = at + bo, 
ets — at+ bu. Les résidus, dans le premier cas, se rapportent 
aux valeurs C4, C:+, ..., CG; or en passant à l’intervalle suivant, 
défini par la relation 3 — at + bu,, on sera conduit à la série Co, 
Ca, Gus Gi D, et comme les résidus de F(z) relatifs à cs 
, + b seront les mêmes, les deux développements seront, avec 


l'expression des termes constants, 














1 : 271 —(3— 65) 
DT e £ 
OA [l Fat + bo;) dt + ges R; | in 24 
Al) 
; om Ti: —t,) 
DITITE e cu 
di R> ù ho 0 Elo e.13 
a 1— y 272 
1 : 210 — (3 CD) 
£ DIT e a 
F(z)— f F(at+bu)dt + FAN ER 
2 1 = 
a [— y 2" 
0 
: 2m — (5 — 0) 
DYLITE e ! 
+ R2 = —- 
d nn 


Ce sont donc les termes constants que nous avons à comparer. 
Nous nous servirons pour cela de l'équation déjà employée, en y 
remplaçant la période d par une quantité arbitraire $, savoir : 


l 1 
a | F(p+at)dt+8 f F(p+a+b6t)dt 
0 ; 0 ’ 
a [ F(p+B+ar)dt—8 f F(p+Bbt)dt=simaA. 
* 0 [2 0 
Si nous supposons p = bu, et p + $ — bu:, À se réduira au seul 


résidu de F(3) qui correspond à 3 —&,, et l’on aura immédiate- 
ment, en divisant par @, la relation 


1 


Nous pouvons donc ramener les deux développements à ne conte- 


1 = 
JT 


1 
F(at + bv;) dt — f F(at + bv;)dt — se R:. 
0 


nir absolument que les mêmes éléments analytiques, de sorte que, 
le premier étant 


£ À Hi ti) : DIE NE EC) 

D LIT a € Ge DILUTE € ‘ 
CR RD Rd + 
«a p—| 1 — à — 24 a l-— n 277 

2m |: Qu) 
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le second, en réunissant les termes en R,, s’écrira ainsi 








. 2m (tb) 4 2m (2 —t) 

JT € Ÿ "DVDNTE e 
CHR | + Rd +... 
a 1— y 2/2 a 1 — 72/2 

TT 
: 2m —(z — Cu) 
DITITE e . 
+ — R, SE nr 
UNS ms le 


De là se tire une conséquence importante et qui justifiera ce que 
nous avons annoncé plus haut, sur le rôle de la fonction de seconde 
espèce. 

Remarquons, en effet, que les diverses séries affectées des fac- 
teurs R,, R:, ... proviennent de ce seul développement 


AE 
2m 


e ce 
> y 2m) 


en y remplaçant 5 par 3 — 61, 5 — Co, ..., et 3 — €, — b dans le 





b . , 
second cas. Or, en mettant 3 — = au lieu de z, ce développement 


pre nd la forme 


A 


iT 
Mn ES 


ge « 
1—ÿ 2/2 à 


qui nous rappelle immédiatement une expression analytique bien 





connue. Soit, en eflet, 
A2 kK. DD IKe 
d’où 
] = VE 
on aura 


INZ _ 


. he ES 
9'(3) IT (RTE RES 2T WY qe mnmTre 
= — > © = — > Cl se 
O (z) K ie Ga K m i— q?ui K 
1 


Nous pourrons, par conséquent, écrire, pour 5 = at + bu,, 

















dr IN DRE @"(z —&:) DEC 
EE RON SUR te R: o( LS R'HePCRt ip Std) 


et, pour = = at + bu», 


F(s—iK)=C+R Eee FA 


Die 4 -0:kR INR 
DE Ce) O'(z — Cu) 
ARR Re 
O(3— 2) NOTE) 
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C’est en ce moment que se manifeste toule l'importance de la pro- 
priélé caractéristique de la fonction de seconde espèce relative- 
ment à la double périodicité. Effectivement, les relations 


(ZT) Z (x) ar, 
| Z(x+oiK)=Z(x) toi) 


équivalent à celles-ci : 


8(2:52K), 8x) 
O(æ+2K)  O(x) 
| QU LS URmOlGTN Arr 


? 


O(æ—vikK)  6(æ) K 





d’où lon voit que l’on peut ramener à une seule les deux formules 
de développement, par l’introduction de la transcendante, puisque 
0"(z—{—21kK') ÎT 9'(z—t;) 
DATE RIRE B Us) 
De là résulte une relation analytique générale subsistant dans 


la quantité se réduit à 








toute l'étendue des valeurs de l'argument, et dont la forme défi- 
nitive, en passant de F(3— :K') à F(3), s’obtiendra comme il 
suit : 

Rappelons d’abord que l’on à 


iT 
der - . ——(@w+ikl 
OCHETRI = NH (r) en “ 


Fr] 
d’où, en prenant les dérivées logarithmiques des deux membres, 


CROIRE LT 


BASE TROIOH (DO Ki 


IL s'ensuit qu’en mettant : + #K° à la place de z, on obtiendra 





PRVER 0e H'(z—£;) 
FOR 
H'(3 — 6) Hz 0) IT 
FR NES LT RER PUR) 
im, NUE re UN OO 


et plus simplement, puisque la somme des résidus est nulle, 


Dirt) 


LRO Hi) H'(z — y) 


MR ADM 








Dans le cas enfin où €, au lieu d’être une racine simple de léqua- 
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tion — 0, serait racine multiple d'ordre », ce qui donnerait 


I 
F(x) 
lieu à la relation 


en F(Ê+e)=A+Be+...+Qet-2+Rer1+..., 


H'(3—£€) 


lesenttercmene 
: H(z—Cû) 


devrait être remplacé dans la formule par 


l’ensemble 





H'(z —€) d H'(z— €) (—71)2=2bBa ur? HSE) 
Rep |me=n + dz | À 





To Ts 


(— 1)2-1 A di1|H'(3z = ‘a 
os ut 


V. — Proposition de M. Liouville. 


Nous fonderons la démonstration sur la formule précédente, en 


4 supposant 
| D'(z) 
P(z) 





3 


Fed 


D(z) étant une fonction doublement périodique uniforme dont les 
périodes seront, comme plus haut, 2K et 2:K’. Alors les racines € 
comprendront les solutions des équations 


b(z) = 0, 
P(z) 


Nous désignerons les premières par £ et les secondes par ©, en 
admettant toujours qu’elles soient représentées par la formule 


p+2Kt+oiK'u, 


tel u reslant compris entre zéro et l’unité. A l'égard des résidus 
D'(3) 
de 
p(z3) 
se rapportent aux quantités C ou ce et, comme leur somme est 





» On sait qu'ils sont égaux à + 1 où à — 1 suivant qu'ils 


nulle, on est amené à la conséquence remarquable que ces quan- 
utés 6 et € sont précisément en même nombre. 
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Cela posé, et en désignant ce nombre par 2, on aura 


Hier) 
H (3 —%,) 
W'(z— 


ee) 











Ci 


d'où l’on üre, en désignant par À une constante arbitraire, 


_. H(z—G)H(z—£%,)...H(z—*%,) 
b(3) = A et: ee 
ÉRENE H(z—{t,)H(z—6.)...H(z —&,) 





expression qui doit avoir les quantités 2 K el 231 K' pour périodes. 
Or, en faisant usage des relations 


H(x+2kK) = —H(x), 
ARTE) 
HI en le) 0 
et représentant la somme des racines € par X6, la somme des ra- 
cines € par EC, on trouvera 


P(z+2K) —HD(z)e2kKt, 
Fa iTws 
Sn Er =S 


a. i 
RACE. 2 K 


P(z+2:K) = P(zs)e . : 


0 


de sorte qu'il faut poser 
q Ï 


Rs UNI iT 
2:K'C+— >. 
K K 


et ces conditions donnent, en désignant par # et 8 des nombres 


entiers arbitraires, 


et, en second lieu, 
DCR 202. 


On observera combien est digne de remarque cette relation dont 
la découverte appartient à M. Liouville, entre les racines des équa- 


tions 
PES) 0, 

I 
ES) 





— O; 


quant aux nombres entiers « et 8 qui y figurent, j’ajouterai seule- 
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ment qu'ils se raltachent immédiatement à la fonction P(:) elle- 
même par l'équation 


l 4 - g r (l l 7 T 
fe de [PERS at = M ati to 
D (p + 2cK'4) ND EE 2KK 











Voici maintenant les conséquences qui en résultent. Ayant 


H(z+2C)=H(s+El'+2ak+o8:K"), 


on en tre 
iT F2 


A —-I(Bsp70R 
HSE 0e PTS PE 0) RES, , 
CE qu'on peut écrire 
RRES Ne IR ON SERRE 


Ce K 


RACE CHE 
CCE tee mpir 


Remplaçant donc le facteur exponentiel 


qui figure dans lPexpression de D(3), par ce rapport de fonctions H, 
el posant 

= 1) 2529 A = Û; 
il viendra 





ER EC HER ee ZA >C 
BG) = a ME EEE CE 3e 


H(sz—t,)H(z— 56). 


Or on reconnaît au numérateur et au dénominateur de D(z) les 
expressions que nous avons déjà employées en démontrant le théo- 
rème d’Abel sur l'addition des arguments. Si le nombre x est 1m- 
par par exemple, l’expression 


He Il 20 0) 
Qu-+l 3) 





est celle qui a été considérée page 194, et qui s'exprime ainsi 








dx 
Par) — æ Fi(a), 
F(æ) et F,(x) désignant des poly Lee RU AN) NN Et 
1 ESIS Ne es polynomes de degrés = 


el æ pouvant être pris égal à sin amsz, cos amzs, ou Aamz. Dans 
le cas de x» pur, elle coïncide avec la fonction désignée page 184, 
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? . TR d n / a] F ‘ à “é 
par 9,(x), et l’on a alors, en désignant par F(x) et f(x) deux po- 
1 =) 


: : . à 
lynomes entiers en æ respectivement des degrés … et RATÉ 
H(z —£&,) H(z — (2)... H(z-+ 5€) 
Brri() 


dsinamz 


= sin amzF(sin?amzs) + f(sin? amz). 


dz 
On voit donc que P(:) est donné par le quotient de deux expres- 
sions de cette nature, et c’est précisément dans la réduction de la 
fonction doublement périodique à sin amz et à sa dérivée que con- 
siste la proposition que nous avons en vue d'établir. 

La démonstration que nous venons de donner, reposant en en- 
üer sur l'expression générale d’une fonction doublement pério- 


5 
dique F(x), que nous avons précédemment obtenue, savoir : 


H'(x- 1) H'(x — &;) H'(r — Es) 
M dos ne do hhre 


nous indiquerons encore un moyen d'y parvenir immédiatement, 
en partant de l'équation 


f t+a+br a 


0 


1 
a f(p+at)dt+ 0 
0 


! 1 
—a f fp+b+at)dib Î ftp+vr)dt= ira 
"0 0 


Soient, comme plus haut, 





b=oiK, 

et prenons 
H'(r— 3) 
NO es 


Par la définition seule de la fonction H(z), on a 


H'(z +0K) H'(z) 
HER 2 
H'(z—oiK') H' 
is H 











et 1l en résulte 
AO AINN AUTAR 


C3 + 2êK') = 1(4)+ TE F(&), 
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Jr . , , ’ , \ 
de sorte que l'équation précédente se réduit à 


1 
[ F(p+2Kt) dt = —A. 

40 
Or les divers résidus qui entrent dans A se rapportent d’une part 
he ie, MC OU delautre is 7 tlespDaer 2 Ale or 
respondent, comme nous l’avons supposé, à des racines simples, 


donnent pour somme 





HR) I HTC) 


f cÉ 
R sie RARE Ai SR LI 
MN H(æ—@) EH) 
et le résidu relatif à 3 = x, racine simple de H(x — 3) — 0, sera 
évidemment — Fr L'expression de À qui suit de là donne im- 


médiatement la relation 


H'(&æ—t:) 


1 
F(x) — (l F(DÉOR ET GNaIR RES 


Le H (æ—Ü) 
HUE) ER ES an) 
+ R, FRE Le, hr ARE M SES A 


J'ajouterai encore une remarque sur cette formule que j'écri- 
rai, pour abréger, comme il suit : 


5) )— (C ENS A RE 
D ES Nine 


En employant le théorème relatif à l’addition des arguments dans 
la fonction de seconde espèce (!}, on trouvera aisément la relation 
Ï ) 


HEC) RAC) PE (D 


foret) = Hn (æ) = Ho (&) — Cotang amæ A am 


sin am æ 





sin aim sin am(æx—t) 





9'(æx) 





(1) C'est la quantité SE qui entre dans Z(æ), mais on peut Jui substituer 
HaerToee 


_ , H(æx) 
——— ; à l’aide de la relation sin am x = — 
H (x) vx (x) 


dérivées logarithmiques des deux membres, 





» qui donne, en prenant les 


H' s O0! ; 
He È Ste) = colang amæ À am. 
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d’où résulte en substituant dans l’expression de F(x), et ayant 


égard à la condition 
DER: 0; 
cette nouvelle formule 


FCrVECEE Di 


F(x)= const. + 


s 








R sin amx 
. . F # 3 
sin am sinam(æ—û) 


Rsinamzr 


S 


ou bien 





sin am € sin am(x — ©) 


C’est donc encore la réduction de la fonction à double période à 
sin amz et à sa dérivée; mais la méthode plus rapide qui nous y 
conduit ne donne pas, comme la précédente, la relation impor- 
tante, et que nous avons dû tenir à ne pas omettre, savoir : 


ZC—2t'—2(aK + 6:K). 


Cette nouvelle formule résulte d’ailleurs immédiatement de la 
seule condition 
> R 0 


>) 
comme nous allons encore le faire voir. 
Considérez en effet la fonction 


F(3) 


sin aim & sin am(ær — 3) 





dont les périodes seront 2K et 2:K/. La somme de ses résidus 
comprendra d’une part ceux qui se rapportent aux racines de l’é- 


quation 
I 


F(x) 


& R 
PR nr A CS 
sin amË sin am(æ--60) 


el puis les résidus relatifs aux deux équations 


— O, 


c’est-à-dire 


Sin AMz— 0, 


sin AM(% — 3) — 0. 


Or, dans l'intervalle des périodes 2K et 22K/, on n'aura d’autres 
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racines que 3 —0, 3 = 2, auxquelles correspondront Îles résidus 











F(o) Pr) 
sin am” sin amv” 
on à, par conséquent, 
R F(o) F(x) 
, CR un), 
éd Sinamésinam(æ—t{) sinamæ  sinamæ 
d’où À ù 
R sinamx 
F(x)e F(0) + ù É É 
(æ) (e) sin am Ë sin am(z—t) 


D'une manière toute semblable on trouvera relativement à une 
fonction f(x), satisfaisant aux conditions 


f(x+2K) =— (x), 


f(x+oiK)= (x), 


l'expression très simple 
s R 
cs. (æ) D RE EC 
à SIA CT —K) 


où figurent seulement les racines € qui sont renfermées dans l'in- 
tervalle 2K et 2: K/, et exprimées par la formule 


= p+2Kt+oikK'u, 


{ et u élant moindres que l’unité. 

Nous nous arrêterons à ce point dans cette Note, pensant ainsi 
avoir à peu près complètement esquissé l’ensemble des notions 
élémentaires de la théorie des fonctions elliptiques qui précède 
l’étude de la transformation. 


EXTRAIT D'UNE LETTRE A L'ÉDITEUR 


SUR LA TRANSFORMATION 


DU 


TROISIÈME ORDRE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Journal de Crelle, t. 60, 1862, p. 304. 


«... Soit une forme biquadratique et son covariant du qua- 
trième degré, à savoir : 


f= axt+ {bmr3y + 6cx?y? + 4 b'xy3 + ay", 
gs =(ac—b?)xt+o(ab'— bc)ax y +(aa + 2bb—3c)xy? 
5 7 | 12 


+ 2(a'b— b'e)xyi+(a'c— b"?) y*. 
n posant, suivant l'usage, 
[= aa — bb +3 0c?, 
J = aca'+ 2bcb'— ab"? — a'b? — ci, 
je considère ces deux covariants, qui sont encore du quatrième 
degré, 
ER A NN FRS EU PA 
et qui conduisent à la relation remarquable que voici : 
» Nommons F et G ce que deviennent f et g quand on y rem- 
of of 
OT 


I 
DIU CLNI DL RC 


I 
— s ON AUT« 
4 0y 4 


IG— JF = g2(1g + 3J/). 


» Ilen résulte, d’après le principe algébrique de Jacobi pour la 


240 ŒUVRES DE CHARLES HERMITE. 


transformation des fonctions elliptiques, qu'en supposant y —1 
et x seule variable, et faisant, pour abréger, 


AG =ls If, 
Afæ)=1g+3J/f, 


on aura 
dz dx 
M 


Re { PR) 
Va(z) VA'(æ) 
s étant lié à x par cette relation du troisième degré 


bx3 + 3cx? + 3b'x + a 
à : = 3 F) 
az +3 br? +3cx + 0 





Là 
il 


et M désignant une constante. 


» C’est donc la transformation du troisième ordre qui s'offre 
comme conséquence de la théorie algébrique des formes biquadra- 
liques. 


» Paris, mai 1861. » 





SUR 


LES THÉORÈMES DE M. KRONECKER 


e 


RELATIFS AUX FORMES QUADRATIQUES. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. LV, 1862 (IT), p. 11-85 
et Journal de Liouville, t. IX (2° série), 1864, p. 145. 


La théorie des fonctions elliptiques présente deux points prin- 
cipaux où elle vient se lier à Arithmétique et spécialement à la 
théorie des formes quadratiques à deux indéterminées de détermi- 
nant négatif. L'un s’offre lorsqu'on développe en séries simples de 
sinus et de cosinus des quotients de fonctions O, et ne suppose 
que les considérations les plus élémentaires de la théorie; l’autre 
tient à l'étude beaucoup plus profonde et difficile de ces équations 
algébriques à coefficients entiers dont dépendent les modules qui 
donnent lieu à la multiplication complexe. Si différents et éloignés 
que soient ces deux points de vue, ils présentent néanmoins un 
ensemble de résultats communs : nous voulons parler des déter- 
minations nouvelles du nombre des classes de même déterminant, 
découvertes par M. Kronecker, et qui, à bien juste titre, ont at- 
uré l’attention des géomètres. Dans une Lettre communiquée par 
M. Liouville à l'Académie l’année dernière, j'ai rapidement indi- 
qué de quelle manière ces résultats pouvaient s'établir par la con- 
sidération élémentaire du développement en série de sinus et de 
cosinus. C’est sur cette méthode que je me propose de revenir 
pour en faire une étude plus complète, en mieux fixer le carac- 
ière et les limites, et surtout approfondir la nature des nouveaux 

H. — II. 10 
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éléments arithmétiques qu’elle met en jeu et qui lui semblent 
propres. Elle repose essentiellement sur emploi des expressions 
en séries de deux systèmes différents de fonctions qu'il est néces- 


saire de donner avant d'en exposer le principe. 


Le premier de ces systèmes est, à quelques exceptions près, 
l'ensemble des fonctions doublement périodiques considérées par 
Jacobi dans le $ 39 des Fundamenta. En écrivant, pour abréger, 














DD EU EL 
au lieu de 
ee). 0) ES) 
et 
00150 


au heu de 
8(0), 8:(0), H;(o), 


de sorte qu'on ait 





24"WN. à 
0 -1/ LE Le me ner 8 0 et NE Te Re CU 
T 





> K ! 5 
u=(/ AE ENS CPL eut Than lier Ci 





ANSE 


ñ =(/° = 1 Vq+2 Va tag als +. 





ie les présenterai groupées de la manière suivante : 
J Ï 8 


H 4 Vqsinx ai Vasin3x 4 Vq5sin5r 





15 nue — ET io Ai = TS Se BU 

9 2 La re 4g sinx ol 4gsin3x  4gÿsin5x 
IH sin? [— 4 1 — q3 1— q® Ù 

3 9 Her 4 Vq cosæx 4 Vascos3æ 4 Vg5cos5x 

NT NET Di LOIRE PTT 7. Vu 
@: I iq cos r 19 Co59% Agicosir 

4 0: NE ee PU EE 2. TE 


HA dense 1 an 
j COST 117 lg 1 
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M évasine 




















4vgsin3x 


4Vgssin5r 


























S n9 — — — - ï 
O: or LÉ a 1e 
G 0 a, I âgsinz A{gsin3x 1qg$sin5r 
VH — sinz L4 g 1 + q? + gi °? 
Z où 4 Vg cosz 4 Vg cos3x 4 4Vqÿ COS æ 
le l NE an ER NS er cp OC 
‘ 0 1+q 1+ q 1 qgÿ É 
. ï (e) I 4q cosx 4g>cosix 4qg$ cos9r 
" — — ———— a ——  — " ——————— LE 
DH: cos æ [+ q 1 + q% 1+ q° 
(Q) Â q CoOS2T q?cosir 4g?cos6r 
CR Re RITES ue 
() L+ g? 1+g* Lo m7 4 
10 00 (0) 4q Cos2T 4qg? cos{æ 4qg*cos6xr 
k == I on —_—_—_————— LE SE STE NT DES RARES FRE .. 
"6: 1 + g? 1+ gt i + gô 
I ig?sin2r ig*sinir 4Ag$ÿsin6x 
LE ET Rte PRE CRU LE arr ANNE ee D 
H ES Le 15 9 LE D 
H Ag?sm2xr  4qg'sinir  4q$sin6xr 
12: (Tree te co 19 Lie Ps se SRE TE 
un LEE 5 7: 1 + q5 
< 6, H {g sin2xr 4qg?sinir 4qgsin6xr 
13 02 Der, — COLT — Lune Le Leurs pd. ATEN — ; 
oH 1+g 1 + g° 1 + qÿ 
OH igsin2ær 4g?sinirxr 4Aqg#sin6xr 
14. 0? Se LD ed D ee A RS 
O6, H; L+ gq 1 + gq 1+ q$ 
OH 4qgsin2r Ag?smixr 4qgsin6x 
15. 02 © = cotr + 17 13 . Re re 
: Oo, H 1— q [= 9° 1 — qÿ 
J . 8.H 4qgsm2x  4g?sin4xr 4g3sin6r 
16. PASSE ianeo nn rides es 
OH; I— q fr 2 1 — q 
17 , HH,; 8g Sin2æ 8qgsinG6zr 8qsint1oæ 
1 + ——— it — — — L 
0 00, Ge 1 g$ 1 — ql0 v 
18 7700: I 8qg?sinor 8qisin6r 8q''sintor 
5 NOUS RUE EME SE EE s ï 
; ARTE SIN ZCOST I— q? 1 —,q$ mg i0 


Je joindrai en outre à ces formules celles qui concernent la fonc- 


tion seconde espèce, savoir : 























(Ch Ag Ssin2ær Ag?sinix Agèsin6x 
19. = — LEE FDA RRPRRE RE ES FA 
; Le 17. a A LEE 
H; 1q?sin2x 4q*sin4r 4ga$sin6r 
20. 0 =cotæ+ HS LI 1 RS # 
1— q? 1— q* 1— 45 
o! ’ 0" ‘ 4gsin2x 1qg?sin4r 4q®sin6x 
ee" . = s 5 NTM TC Mar D 1 ° 
oO, 12747 y NX ann 2 
! PA If EEE / PRET / 2 0er y 
£ ÉEs EL 0 L ES Co j 4 
99. 0° un de DOTE jg*sin{æ 4g$sin6x 
HS à L— q° L— q" 1 — q$ 
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Le second système comprend le développement en série de quo- 
uents dont le dénominateur est l'une des fonctions 6, le numéra- 
teur le produit de deux autres et qui, par suite, ne représentent 
plus de fonctions doublement périodiques. En supposant différents 
l’un de l’autre les facteurs du numérateur el posant, pour abréger, 

1 6 Fou pre 
An=9 “+qg *+...+9g CO 
D, =1+2g l+ogt—...+oqg-tu-u?, 


CE, =1-—2qg t+oqght—...+2(—qg} tr, 


on a ce premier groupe de fonctions, savoir : 











HH À , 
1 r ee SY 4 Sn2nrg% An, 
T—1 
HH ; 
2 c) FER = » 4 sin2næ(—1i)-tqg" X,, 
TL 
ee, ; re. (2n+1)2 
3. Are de + A(SINPN I) CYNCIMNX, 
Eh | 
0e ï (27 +1)? 
4. 7 Te CT. + 4cos(2n +i)x(—i)tg # AÀ,, 
UE | 
6, H : e 
sf. Ü, Te tie + 2sin2nv(—1i}-1q" 3, 
T1 
eo . . 
GC. 0, re ICO T + 2 sin2nxq'” D; 
7—1 
e.H | 2(R+ 0 
Hd: 0; Fe = Y 210272 1)TQ ED, , 
== 0 
8. 0, FR D 2COS(2n +1)æ(—1)tqg # D}, 
1110 
oH ; 
0: 0 TH = ange — © 2sin2n1rgt €}, 
OS 
O,H : 
10. () Re COL Z + 2 sin2nt(—1)g"? €,, 
7— A1 
eIl , KA sst 
117 0 DE D» 2sinm(2n—+ti)æg #* CE}, 
= 10 
ou — PRE 
12: () Re = >» 2cos(2n +i1)æx(—1)"q # Œrri- 


LE) 
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Si l’on suppose ensuite que les deux facteurs du numérateur 
soient égaux, On a un second groupe de douze fonctions où figurent 
les expressions suivantes. Posons 

Î 


ÊT—= Â Co ralant) 


net à mr) 
4 cos {æq* (q ig 1) 


0000000 0 5.  ° 


k 1 

I ; va 

ÙU = — — 4sin5r (e ï) 
sin æ FER PI 





2 ANT et 
+ 4 sin5xg * & t—q ï) 
BOAT _9 25) 

— sin7#g \g —gi+aq 


En désignant par Z, et U, ce que deviennent Z et U lorsqu'on 


T . 
met = — x au lieu de +, on aura 
2 














15. nd = AG —07, 
14. 10: . AH -E 0. Ur: 
15 nd, o Ro i7e 
LU . Re 
17. 10 ” Po 7. 
18. 10 & me piretaue 
19. 10 es TON 07 
20. :0 ï- ABUS CU 
21. Go, si ECO 7; 
29. TU iÈ ee 
23. 00, & 0 2 
24 DA CH un 
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Les quantités À, B, C sont des constantes, savoir : 


A LEO HO 


1 d AC: 
ñ 


B =—h(o)=4d (DT 


RES INSEE D — 1)? cg". 


1 
; 1 
An I° 


Dans ces formules » est pair et x = 3 (mod 4), les coefficients 


Ans Cm désignant les fonctions numériques définies par ces égalités 


l—1 d—1 


d—1 0 
en Re + LE 
an= D (—1) 44 em= D (—1) < —S (—1 Le 


où d représente tous les diviseurs impairs de À et de »2 inférieurs 
à leurs conjugués et d’ les diviseurs impairs de »# plus grands que 
leurs conjugués. On a d’ailleurs, en faisant x = 0 dans les équa- 
uons 15, 16, 20, ces relations dont nous ferons usage plus tard : 


12 —= A0; — B0, 
DATE CN. 
| th C0. 
Voici maintenant de quelle manière les deux systèmes de fonc- 


üuons conduisent à la considération des formes quadratiques à deux 
indéterminées de déterminant négatif. 


IL. 


Ayant, à cet effet, distingué quatre espèces de développements 
en série, suivant qu'ils se composent de termes en 


sin(227 +1), Cos(27n +1)T, sin2n?, COS2n1%, 


nous multuiplierons entre elles toutes les fonctions du premier et 
du second système qui appartiennent à la même espèce, de ma- 
nière que les produits obtenus ne comprennent que des termes en 


ROULE : me ; T 
cos2nx. En intégrant ces produits entre les limites zéro et son 


donnera naissance à autant d'expressions fonctions de la seule 
A 


quantité g, où le coefficient d’un terme quelconque à ou g* dé- 
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‘ 


pendra d’une certaine manière du nombre des classes quadratiques 
de déterminant — A. Tel est donc le procédé analytique très simple 
qui, en établissant un lien entre les formes quadratiques de détermi- 
nant négatif et les transcendantes elliptiques, conduit à l’ensemble 
de résultats que nous allons passer en revue. Ces résultats d’ail- 
leurs se classent naturellement d’après les intégrales définies de 
fonctions @, d’où ils sont tirés. Ainsi, en premier lieu, s'offrent 
les combinaisons obtenues en multipliant respectivement les équa- 
ons 15, 18, 1, 2, 11 du premier système avec les équations 5, 1, 
3, 7, o du second, et où l'intégration s'effectue d'elle-même, savoir: 








| 7 
| (15,3) tE [0 de = © 63, 
(GRR 1 l Oidx = e n?, 
: 2 
A0 
T 
] 2 T 
(A) CPE) din | Gidr= © bin?, 
24 > 
T 
(2 ar) 0? | Gidx = - 02, 
A0 
Lt 
MOT) 002 f dr = = 00?. 
| 20 
Celles-ci seront étudiées ensuite, savoir : 
La F1. T 
fe 1) = Le À 
ne ji 7,00, — dx — - A0, 
DE2: 1) 0 ? 
Fe 
À LUC M T 
(16, 2) fl n0? O dx = — AU, 
0 % 
L 
2 H? T 
(B) (17,.5) f 0e dr = © An, 
0 
T 
2 O° ve 
(13; 3) Man 00 
Le (o) 2 
T 
(6, 7 SHARE. 
1 ) à f 1 rs) Fahéd » ARS ie 


Elles sont, comme on voit, essentiellement distinctes, et toutes les 
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autres de forme analytique semblable qu’on pourrait obtenir re- 
produiraient, en changeant suivant les cas le signe de g, les mêmes 
fonctions. 


TEL. 


“ 


Legendre, comme on sait, a le premier découvert par induction 
que le nombre des décompositions d’un entier en trois carrés dé- 
pendait d’une manière simple du nombre des classes quadratiques 
ayant pour déterminant ce même entier changé de signe, et Gauss 
a démontré ensuite ce résultat important dans ses /Æecherches 
arithmétiques. M. Kronecker a remarqué qu’on y est également 
amené par la théorie des fonctions elliptiques; mais la méthode du 
savant géomètre suppose, à son point de départ, et d’une manière 
essentielle, autant que je puis en juger, la notion arithmétique de 
classe, qu’il n’est pas nécessaire d'employer dans la voie que j'ai 
suivie. Si l’on ne distingue pas les représentations propres et 1m- 
propres, il suffira, en effet, de la définition seule du système des 
formes réduites pour un déterminant donné; de sorte que ce théo- 
rème, dans l’enchaïînement naturel des propositions de l’Arithmé- 
tique, pourra être placé dès le commencement et à côté des résul- 
lats qu'a obtenus Jacobi sur la décomposition en quatre carrés. 
Pour justifier cette observation, je présenterai en détail ce qui 
concerne la formation du cube de la fonction 


b=i1+2g+oqgt+2qg+oqgt+..., 


afin aussi de pouvoir me borner à l'égard des autres quantités ?, 
Ü,n?,..., contenues dans les formules (A), à donner seulement les 
résultats. 

Considérons, à cet effet, les séries 15 et 5 du premier et du se- 
cond système, dont 1l faut effectuer le produit, savoir : 
OH, 4gq Sin2x 4g?sin4x 4g3sin6x 


= COtr + 
o,H I— q 1+ g? 1 — qè 


à Ag"sinonr 
= COtT + > (—1)2-1 CHR. 
LH 0Y 


0 





1) 
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et, en faisant comme précédemment, 


Dh — 1 + Dit: AE +, ,, + D ML 
6,H NS 
in sn = tang x +Ù (— 9 en 7 URSS sin2nr. 


L A . LL , 2 L LU T 
Ce produit devant être ensuite intégré entre les limites o et —, 


2 


nous ferons usage de ces formules, qu’il est aisé d'obtenir, 


11 cotr sin2nx dr = - ; 


wi 


T 
tangæ sin2nx dx = (—1)?-1 -. 
2 
0 


Ru \ ® , TC 
On trouvera de cette manière, après avoir supprimé le facteur —, 
24 15 à 
n? _— 
2 MN LIN MC n 
14 > Des Ye > (—1)2q D, + 1 257 149) 


Les deux premières séries qui se présentent dans cette expres- 
sion se développent sans difficulté suivant les puissances de q. En 
désignant par » un nombre impair quelconque, par ©(m) le nombre 
de ses diviseurs, on trouvera 


ù al Er = D'etm)gm—N (5—5)e DOTE NGIONT 


1+(— 9) 


Date ÿ (—i) 


mm +1 





e(m)gm+ D g(m)gu 
+ (s—3)o(m)gt29m, 


l’exposant s prenant la série des valeurs 1, 2, 3, etc. 


Pour la troisième, en remplaçant d’abord a Par le déve- 


I 
ne 
loppement > (— 1) ga, elle devient 

a=0 


Had B, 
Lo GE 


_ > 2 je 
— (— 1 )2 (a+) q" +n+an—b : 


ce qui met en évidence dans l’exposant g le déterminant d’une 
forme quadratique (A, B, C), en posant 


A7 BE 6 C=n+i+ a. 
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Laissant de côté pour un instant le facteur (— 1)4*+1), dont nous 
nous occuperons plus tard, observons que b doit recevoir les va- 


leurs 
(nai); 


Dr ti 


de sorte que cette forme sera réduite, si l’on s'arrête à la limite 


n ser Etre n 
(1-1), c'est-à-dire. pour plus de précision, E (= lorsque r 
ALES ET P Ï ? 7 


A el 


. n —1I : : ; . 
SeralDAir (ete (—) lorsque 7 sera impair. Ce premier groüpe 


de valeurs, si l’on fait 
n+n+ an — b?=A, 


donnera, et une seule fois, toutes les formes réduites de détermi- 
nant — À, en exceptant les formes ambiguës (A, B, C) ou 2B = A 
et G— À, et parmi les formes (A, o, C), le seul cas de A — C, qui 
se présente quand A est un carré. Dans ces divers cas, en effet, on 
serait conduit pour le nombre & à une valeur négative. 
Considérons ensuite la seconde série des valeurs de b, savoir : 


12 ñn 








E= rte ,. Ni, 
lorsque 7 est pair, et 
TEEN FPE EI 
ss) _ li ee NN /Lie ll, 
2 D 


lorsque x est impair. Soit s une quantité égale à l'unité en valeur 
absolue et de même signe que b; en faisant la substitution 


dans la forme 
nx?+2bry +(n+1i+a)y?, 
on trouvera 


nXÂ?2—oc(n—be)XY +(on—2b:z+1+ a) Y?, 
et cette transformée, que nous désignerons par (A, — <B, C), en 
posant 


(1) Ass B=n— be, C=on—obe+i+a, 


remplira les conditions 2B < À, 2B << CG, le premier terme étant 
tantôt plus grand, tantôt plus petit que le dernier G. On voit donc 
maintenant se produire une série de formes en nombre double des 
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formes réduites, si lon excepte celles-ci : (A, 0, CG), qui ont été 
précédemment obtenues pour b — 0. En effet, on üre des équa- 
ions (1) : 


3) 1 —1A) b—=e(A—B), a—=C—2B—1, 


et, en permutant À et C, 


(3) TA b—:(C—B), a—=A—2>B—r. 


Ainsi chaque forme réduite non ambiguë donne effectivement 
deux systèmes différents (7, b, a), où n et «a sont positifs et b com- 
pris entre les limites assignées. Mais, à l’égard des deux formes 
ambiguës (A, eB, A), les équations (2) et (3) coïncident, et pour 
celles-ci : (2B, &B, C) les équauons (3) conduisant à une valeur 
négalive de a, on n’a de même et pour chacune d'elles qu'un seul 
et unique système de nombres, n, b, a. Si l’on avait d’ailleurs à 


la fois 
2 B — À == BE 


on ne pourrait employer mi les équations (2), n1 les équations (3), 
de sorte que cette forme est absolument exclue, comme plus haut 
le cas de À — C dans le groupe des formes ambiguës (A, 0, C). 
En résumé, soient, pour un déterminant donné À : H le nombre 
des formes réduites non ambiguës, le nombre des formes ambi- 
guës de l'espèce (A, o, C), L' le même nombre à l'égard des deux 


suivantes : (2B, B, C), (A, B, À), l'expression 
3H +2 +24 


sera le nombre des systèmes (7, b, a) qui, sous les conditions re- 
quises, satisfont à l'équation 


n? + n + an — b? = A. 


Mais, si À est un carré ou le triple d’un carré, ce nombre, d’après 
les exceptions relatives aux formes dérivées de (1,0, 1)et(2,1,2), 
devra être diminué d’une ou de deux unités. On peut d’ailleurs 
l’écrire de cette autre manière : 


39 —2h — k\, 


en introduisant le nombre total des classes de déterminant — À 


qui est 
ÿ =H+ A+), 
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Maintenant revenons au facteur (— 1)? qui joue dans la ques- 
Uon un rôle essentiel. En posant en premier heu 
nn. BD) C=n+i+a, 
et, en second lieu, 


A=2n, BE 7 be C=on—2be+i+ a, 


Cp B = n — be, A=9on—2b:s+1+a, 
on trouve toujours Ja même valeur 


a(n+i)=A+A+B+C+: (mod 2). 


Il en résulte que pour tout déterminant le facteur (— 1)4##1) 
sera égal à +1 si l’un au moins des termes extrêmes À et C est 
impair, et à — 1 si tous deux sont pairs. En faisant cette distinc- 
tion dans les formes réduites, nommons $, le nombre total de ces 
formes, L5, L, celui des formes ambiguës des deux espèces dont 
nous avons parlé, où l’un des termes extrêmes est impair, et #,, 
h,, h,,les expressions de même signification dans le cas où les 
deux termes extrêmes sont pairs, on aura évidemment 


D (— rate) qrénkan—b? — D [(3$0—2ho—h6)—G$i—-2h—2h)] ee 
=3 Dia Doit hi—aho—hs)q8 


ce qui donne la loi du développement suivant les puissances de g, 
TNA 


de la série MF Enr IrLe 
Lo Caen VA 


+ La parte que nous avons isolée à dessein 


D (2h + ho, —2ho— hi) gà 


s’évalue à l’aide des résultats qui suivent. 
Soit d’abord À = m, m étant impair, on aura, 





mm + 1 
I I—(—1) À 
hm=ig,, \n == CNE, 
4 
m +1 
1+(—1) ? 
RAI I0) R\h = ——— (mm). 


A 
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Et ensuite pour 








DNA TT. 
ho = o(m), NERO, 
{ hi =0, he 0: 
Ant TIte 
ho ot), RES 
| li == e(m), | Riom); 
Ar 44 20770, 
ho LAN | h6= p(m), 
Une — o(m), | hT= _ o(m). 
On en conclut 
m+1 


2) 


2 


D (2h + 6 FR 2 lo — 51 qà = pe DÉ p(mn)g" 
— Ÿ ag6n) gi = S Loc) go DIE ocm) que 


Il en résulte qu'en remplaçant dans l'équation fondamentale 


à étre 
e— 1 aûùfñ 
ï UD neo DA PR AI es 1 gq) 


les trois séries par leurs valeurs, on verra les deux premières dé- 
truire cette partie qui provient des formes ambiguës, et 1l restera 
simplement 


03 — + 12($o — $1) g4. 


Toutefois, si A est un carré ou le triple d’un carré, le terme gé- 
néral doit être remplacé par 


12 | 5, — #, + = | GiE 





ou 
12 (5: — #1 + :) ae 


Mais on peut éviter ces deux cas d'exception en ajoutant deux sé- 
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ries de termes de la forme g*° et g**”; si l’on fait, pour abréger, 


on aura de cette manière 


03 = 1250 — $1) gù + 30 + 4e — 6. 


“ 


C'est le résultat auquel est parvenu M. Kronecker, en employant 
la considération des modules qui donnent lieu à la multiplication 
complexe, car, d'après les dénominations de ce savant géomètre, 


on aura 
So = FA),  $i= G(4A) —F(A), 


et, par suite, 
So — #1 =2F(A)— G(A) = E (A). 


On a donc deux méthodes absolument distinctes qui rattachent 
par un double lien à la théorie des fonctions elliptiques les propo- 
sitions de Legendre et de Gauss sur la décomposition des nombres 
en trois carrés. Ces illustres géomètres, en poursuivant au prix de 
tant d'efforts leurs profondes recherches sur cette partie de Arith- 
métique supérieure, tendaient ainsi à leur insu vers une autre ré- 
gion de la Science et donnaient un mémorable exemple de cette 
mystérieuse unilé qui se mamifeste parfois dans les travaux analy- 
liques en apparence les plus éloignés. 


S UR 


LA THÉORIE DES FORMES QUADRATIQUES. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. LV, 1862 (IT), p. 684. 


La méthode de M. Dirichlet pour la détermination du nombre 
des classes de formes quadratiques de même déterminant, et celles 
qu'on a urées récemment de la considération des fonctions ellip- 
tiques dans le cas des déterminants négatifs, conduisent pour la 
même question à des solutions tellement différentes, qu'il semble 
aussi difficile de trouver un lien quelconque entre leurs résultats 
qu'entre les principes sur lesquels elles se fondent. Ce que laisse 
à désirer à cet égard la théorie des formes quadratiques parait te- 
nir à l’absence de quelque principe essentiel auquel on serait sans 
doute amené, soit en découvrant une démonstration purement 
arithmétique des propositions de M. Kronecker, soit en tirant de 
la théorie des fonctions elliptiques les expressions mêmes de Diri- 
chlet. En accordant la préférence à ce dernier point de vue, j'ai dû, 
comme première préparation, faire de la méthode de cet illustre 
maitre une étude qui m'a conduit peut-être à abréger et à simpli- 
fier en quelque chose son analyse, el voici sous quelle forme je la 


P résenteral. 
Soit 
m = a*bBcY...{k* 


un nombre entier décomposé enses facteurs premiers a, b,c,...,k; 


seen (4) (0) 


l'expression 
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ou, en développant le produit des facteurs binomes, 


m TL. m m 
o(Mm) = Im — ch NE 
Je > «a à ab abc abc...k’ 


représente le nombre des entiers moindres que. el premiers avec 


lui. Je commencerai par généraliser celte expression en considé- 


rant le nombre des termes premiers à m dans la suite 
AS C7, 


où À est quelconque. Si l’on désigne, suivant l’usage, par E(x) le 
plus grand entier contenu dans +, ce nombre sera 


= Le 7 (és n ee 2 & n 428 ae lt STRESS = 
FABLE DE()+De(r) DELAI # AbC 


Pour plus d’uniformité, je remplacerai le premier terme n par 
E(7); on obtient par là une expression où 1l est possible de mettre, 





au lieu du nombre entier », une variable quelconque æ, à savoir : 


(x) = E(x) DLE <pe(r)-Dr(t)e.sr( ee). 


La signification arithmétuque de cette fonction sera d'exprimer 
5 
le nombre des entiers non supérieurs à + et premiers à 72, en fai- 


sant toujours 
m = atbB8cY.,. kr. 


Pour m7» — 1 et afin de compléter la définition, nous conviendrons 


de poser 
P(x) = E(x), 


c'est-à-dire de réduire la formule à son premier terme. Enfin, en 
désignant par e une quantité comprise entre +1 et —1,et par u 
le nombre des facteurs premiers, a, b, ..., k, on voit aisément 
qu'on à 


GI 
Pix) = — c(m)+obte; 
irait : 


c’est la propriété de cette fonction dont nous ferons principale- 


ment usage. 
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I. 


Soit encore à trouver le nombre des termes de la suite 
RC RE ET 


qui sont en même temps premiers à mn et divisibles par un nombre 
donné £. Comme les multiples de z dans cette suite sont 


À . . 7 Ve UOTE 
ce nombre est le même que celui des entiers non supérieurs à — et 
( 
. A . . e. , . n 4 \ 
premiers à m»; ainsi 1l est donné par l'expression (2). C'est à 
t 
ce moment que se justifie notre convention de faire, pour m =1, 


PT) — E(x), 


car alors la formule doit donner le nombre des multiples de z qui 
ne sont pas supérieurs à A, et par suite coïncider avec E (2): De 
là résulte entre D(x) et É(x) une certaine analogie de rôle que la 
question suivante rendra manifeste. 

Soit F(rx) une fonction ainsi définie 


F(R)= À f(), 


la somme comprenant tous les nombres £ qui sont diviseurs de n. 
On vérifie aisément qu'on aura 


n 


D FU = S re (2). 


En effet, dans le premier membre un terme quelconque f(i) est 
amené par toutes les quantités F(kÆ) où # est multiple de ;; il se 
trouve par conséquent répété autant de fois qu'il y a de multiples 


de £ dans la suite 
PR st, 


et c’est précisément ce qu exprime le second membre. Modifions 
H. — Il. 17 
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maintenant cette relation en introduisant d’abord la condition 
f(E) = 0, lorsque ë n’est pas premier à un nombre donné 


m = a%bËcY...#x, 
et posant ensuite 
F(Æ) 10! 


lorsque pareillement Æ n'est pas pre mier à ». On voit alors que 


# 


dans la somme D F(£) un terme f(£) est autant de fois répété 
k ( 


1 
qu'il a dans laut see 


pe ., À de termes divisibles par z et 


premiers à 72. On aura donc, au lieu de la relation précédente, 
celle-ci : | 


\ 


DU ROSE: 


que nous emploierons bientôt à la recherche du nombre des 
classes. Mais 1l est nécessaire de rappeler d’abord quelques résul- 
tats sur la représentation des nombres, par le système des formes 
non équivalentes, de même déterminant D. 


III. 


À cet eflet, nous désignerons par À un entier positif, impair. 
premier à D, et, en nommant S? le plus grand carré qui divise D, 
nous ferons 


1S 


se} 


2 


Un 


Cela posé, voici les deux théorèmes fondamentaux établis par Di- 
richlet au moyen des considérations les plus élémentaires et qui 
pourraient être placés parmi les premières propositions de la théorie 
des formes quadratiques. 


1° Le déterminant D étant négatif, la somme 


z(? 
2 Fill 
QUE 


S 40e VA EC as. 1 CAR r Le 
où & désigne tous les diviseurs de n, et ( ra le symbole généra- 
 ë ÿ 
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lisé de Legendre, exprime de combien de manières diffé- 
rentes (!) l’entier n est susceptible d’être représenté par les 
formes non équivalentes, composant l’ordre proprement pri- 
mitif de déterminant D. | 


2° Le déterminant étant positif, la même expression, sauf 
le facteur 2 qu’on supprime, | 
SE) 
“Hei ? 
WE 
donnera encore le nombre des représentations de n par les 
formes non équivalentes de l’ordre proprement primitif, mais 
sous les conditions suivantes : Premièrement, on choisira, pour 
représenter n, des formes 


ax? + 20x7y + cy?, 


où a soit positif et c négatif; en second lieu, x et y devrontétre 
positifs et salisfatre à cette condition 


SANCAE 
HOUR LUN: 


où T et U sont les plus petits nombres qui donnent 


' 


On voit que dans ces propositions figurent exclusivement les 
nombres impairs et premiers au déterminant. Les valeurs des in- 
déterminées x et y, qui rendent ainsi une forme impaire et pre- 
mière à son déterminant, se distribuent en certains systèmes, tels 
que 


(A) æ=2Dp +2, Yÿ=2Dæw +8, 


# et étant des entiers arbitraires, &« et 8 étant choisis dans un 
système de résidus suivant le module 2D. Leur nombre, si l’on 





(!:) Les déterminants — 1 et — 3 font exception, le nombre des représentations 
étant respectivement pour ces deux cas : 


\ 


(=) « 6Y(—) 


\ 
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représente par D, la valeur absolue de D, est 
2D;v0(D;) ou 4Dio(D:), 


selon que D est impair ou pair. Ce dernier résultat rappelé, voici 
maintenant de quelle manière, en n’ayant en vue que la détermi- 
nation du nombre des classes, il nous à paru possible d’abréger la 


belle analyse de Dirichlet. 


IV. 


Revenons à l'équation 


Sro=Y we?) 
ft) = (5) 


| HS ; à 
où (=) est le symbole de Jacobi, avec la convention de poser 


pour y faire 


® | È Den , 
— ] = 0 lorsque z ne sera pas premier à D. Alors les expressions 


En) 22 D Nour (n) NE) 


suivant que D est négatif ou positif, donneront, en vertu des pro- 
positions précédentes, le nombre des représentations de l’entier n, 
par le système des formes proprement primitives de déterminant D. 
Mais ces propositions supposent essentiellement x impair et pre- 
mier à D, de sorte que, pour tout nombre # qui ne satisfait pas à 
ces deux conditions, nous devrons supposer F(4) = 0. En consé- 
quence, 1l faut déterminer la fonction ® en prenant m = 2D,, ou 
simplement » — D,, selon que le déterminant sera impair ou pair. 
Pour mieux préciser, bornons-nous au premier cas : les expres- 


sions 

n 
FURnIe 2,>) (+) P (2) pour D négatif, 
" 


1 
n 


DA) >, (+)? pour D positif, 


1 
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auxquelles nous sommes ainsi amenés, donneront donc la somme 
des nombres de représentations pour tous les entiers positifs, im- 
pars et premiers à D de un à n. Or on peut obtenir cette même 
somme en se plaçant à un point de vue bien différent, comme on 
va voir. En supposant d’abord le déterminant négatif, faisons cor- 
respondre, à chacune des formes (a, b, c) qui composent l’ordre 
proprement primitif de ce déterminant, une ellipse ayant pour 
équation en coordonnées rectangulaires 


ax? +2bxy +cy? = n. 


On reconnait sans peine que le nombre des points dont les coor- 
données sont exprimées par l’ensemble des formules (A), 


æ—=2Dv+a, y =2Dw +8, 


et qui sont situés dans l’intérieur et sur le contour de cette ellipse, 
donne précisément cette somme des nombres de représentations 
par la forme (a, b, c) des entiers considérés ci-dessus. En second 
lieu, supposons D positif, nous aurons un résultat entièrement 
analogue, en faisant correspondre à chaque forme (a, b, c) de 
l’ordre proprement primitif une hyperbole 


ax? + 20%y + cy? = n. 


Effectivement, d’après les conditions propres aux déterminants 
positifs, le nombre de points dont les coordonnées sont l’ensemble 
des formules (A), et qui sont compris dans l’intérieur ou sur le con- 
tour du secteur hyperbolique, terminé d’une part par les droites 


M DR ee 
pr T PU, 


et de l’autre par la branche de courbe s'étendant du côté des 
abscisses positives, coïncidera avec la somme des nombres de re- 
présentations appartenant à la forme (a, b, c). 

On va voir quelle conséquence importante résulte de cette se- 
conde manière d'exprimer F(x). 
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V. 


Rappelons, à cet effet, la proposition de Dirichlet sur le nombre 
des points compris dans l’intérieur d’un contour fermé, et donnés 


par les formules 
T=A+A, y = bw + 6, 


où # et w prennent toutes les valeurs entières de — & à + . Si 
l’on suppose a et b positifs, ainsi qu’on peut toujours le faire en 
changeant le signe de + et w, et qu'on désigne l'aire du contour 


: (1 
par 5, on aura sensiblement = pour la valeur de ce nombre quand 5 
C 


est très grand. Ce résultat ne contenant pas & et $, si l’on a 4 sys- 
tèmes de valeurs des coordonnées ne différant que par ces con- 
Us 
ab 
exprimés et qui sont compris dans l’intérieur du même contour. 


stantes, sera la somme de tous les nombres de points ainsi 


Cela posé, l’aire de l’ellipse 


ax?+2bxy+cy=n où b?— ac = — D, 
est 
nT 


VD 
celle du secteur hyperbolique, 


n Joe ET IVDE 


2 VD ; 





le nombre 4 des systèmes 
Z—=2Dr Pa" y =2Dw—E$, 
puisque nous supposons le déterminant impair, est 


2 Dio(D;). 


(o} 


ne 


Ainsi 


| 


sera 


À 
© 


nrvo(D:) , 

nr = dans le premier cas, 
2 VD; 
et 

no(D)log(T + U VD) 


4 VD 


dans le second. 


« 
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Telles seront donc pour n très grand les expressions approchées 
de la somme des nombres de représentations par une forme (4, b, c) 
de déterminant D positif et négatif des entiers positifs, impairs et 
premiers à D qui sont compris de l’unité à #. Ces expressions ne 
contiennent pas @, b, c; le déterminant seul y figure, de sorte qu’il 
suffira de les multiplier respectivement par le nombre k, des classes 
de l’ordre proprement primitif, pour en conclure la valeur appro- 
chée de la fonction précédemment désignée par F(n). Il vient 


ainsi 


nre(Di) < s à) Res 
rome > AN Las PU be | | le D négatif 
> VDS 2 (© (= dans le cas de D négatif, 
et 
ng(D) log(T + U VD) h — ù (+) P (2) dans le cas de D positif. 
4 VD: i\i l 


Or on a, ainsi que nous l’avons remarqué en commençant, 
P( : (m) + 241 
TC D 2 RME 
#) mb 
le nombre m d’ailleurs a été pris égal à 2D,, de sorte qu’en divi- 
sant par » les deux égalités pour y supposer n infiniment grand, 


on trouvera les expressions remarquables découvertes pour la pre- 
mière fois par Dirichlet, savoir : 


D RU 0 
DS (È)r 
il 
VD 


k — 





la première se rapportant aux déterminants négatifs et la seconde 
aux déterminants positifs CL 


(1) Je dois m’empresser de déclarer qu'ayant eu occasion de m’entretenir avec 
M. Liouville de cette manière d’arriver aux résultats de M. Dirichlet, j'ai appris 
de notre savant confrère qu'il y était parvenu, de son côté, en se servant des 
propres indications de M. Dirichlet, et l’avait fait connaître à ses auditeurs du 
Collèse de France. 


REMARQUES 


SUR 


LE DÉVELOPPEMENT DE cosam à. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. LVIT, 1863 (IT), p.613 
et Journal de Mathématiques pures et appliquées, t.1X, 1864,2°s., p.289. 


En développant suivant les puissances de l'argument les trois 
fonctüons sin amzx, cos amx, À am, on obtient les séries suivantes : 


x Tÿ 








sinamæ—=æ—(1+#?) (LH) —© © —© —..., 
110.0 ; RS Te) 
de D 
COS amv I — — +(1+4#?) — —..., 
10 OS TE 
æ? GES: 
Aamæ—=1 — k? + CAR ARE) © —..., 
Ro 14259471 


: % , a2n+1 æa2n 
où le coefficient d’un terme quelconque, ————; —————, 
19,3 10 -VOILD LS 827 

est une fonction entière et à coefficients entiers du module Æ?. 
Mais jusqu'ici il n’a pas été possible d'en obtenir l'expression 
générale, et tout ce que l’on sait à leur égard résulte simplement 


des relations 
I 


sin am (4x, =) — (sin am, 
Le 


I \ 
cos am (ke, r) =\amit, A). 


On reconnait ainsi que les coefficients de sin am sont des poly- 
nomes réciproques et que le développement de cos amzx donne 
immédiatement celui de À amzx. C’est de cette fonction, cos am, 
que Je vais m'occuper en ce moment, me proposant d'établir 
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à l’égard des coefficients, dont voici les premiers d’après Guder- 


mann : 
1 + 4 42, 


1+ 44k2+ 164, 
1+ 4082 91244 + 64 6, 
1 + 3 688 #2 + 30 768 Lt + 15 808 6 + 256 A8, 


la remarque suivante : 
Posons £ — cosi et introduisons les ares multiples, au lieu des 
puissances du cosinus; en les multipliant chacun par #, on trou- 


vera successivement 


k+4k3 = 4 cos0 + cos38, 
k+ 44k3+ 116$ — 44 cos +16 cos30 + cos58, 
k + 408 3 + 91245 + 6j AT= 912 cos0 + 408 cos3 0 + 64 cos 50 + cos70, 


ele les vpn + ee à siolote die le = ls [le cle star ele ele + ss ehf ele ue) su ne. 0.0 no 'e, 0 7e 6e: (ea ee “à 16,0 «91 + 6 


n aperçoit dans ces égalités que les puissances ce 
O coit d égalités que les } es de k et les 


cosinus des multiples de Ÿ ont précisément les mêmes coefficients. 

; ; ; : \ s a2!+2 

Or, en général, si l’on représente le coefficient de 
k V.2:3.4.(271502) 


dans le développement de cosamæ par 


72 


A PALAT ASK EN CEA, > Ask, 
[A 
0 


on aura cette relation : 
>: A;cos?2i+1( DA cos(2n +—1—41)0, 


qu'on peut facilement démontrer, comme on verra. Mais je veux 
d’abord faire voir, par un exemple, comment elle sert à calculer 
directement les nombres entiers A4, A,, A, etc. 

Soit » — 4: en faisant, pour simplifier, A;— 4'a;, et posant 
Aç—=1, on trouvera, en remplaçant par les arcs multiples les puis- 
sances du cosinus 


cos0 + {ai cos 0+ 1642 cos50 + GA az cost0 + 256 &, cos? 
= COS + ai(cos 30 + 3 cos0) + a)(cos50 + 5 cos30 + 10 cos) 
+ 4a3(c0570 + 7 cos50 + 21 cos30 + 35 cosb) 


+ a,(C0S90 + 9 cos786 + 36 cos 50 + 84 cos 30 +126 cosû). 
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On en conclut, entre les quatre inconnues, les cinq équations que 
VOICI : 
T— &,, 
A4 = A+ 7a3;+ 364à,, 
16@—=1+34) +104 + 3543+1204,, 
6G4az3 = a+ 5a+ 214; +84 a, 
2564, = A3 + 944. 


Leur somme conduisant à une identité, on peut omettre l’une 
d’elles, et, si l’on exclut la troisième, un calcul facile donne 


11022; 2 ==102), He—-1147, da = I, 


ce qui conduit en effet au coefficient rapporté plus haut, d’après 
Gudermann. Laissant de côté l’étude de ces équations considérées 
en général, et me bornant à remarquer les valeurs 


À à = 47, 
AP = gui Sn (an Re QE 
g#+1 — 9 — SA 
A = —— \, 


16 


j'arrive à la démonstration de l'égalité 
ot 
D. A; cos?2i+1( DA cos(27n +—1— 4t)0, 


et à celte occasion, comme J'aurai à faire usage de la transforma- 
on du second ordre, je vais donner diverses formules qui s’y 
rapportent et qui peuvent être utiles dans bien d’autres cir- 
constances. 

La principale, celle dont toutes les autres peuvent être tirées, est 
2 Vk 


sinam|(i+Æ)x, 2] 


(1 + Æ) sin amx 
1 + £sin?amx 


Il suffit pour cela d'opérer tour à tour sur les fonctions au module 
primitif Æ et au module transformé, en employant les relations de 
la transformation du premier ordre; on le démontre en partant de 
ce théorème arithmétique que tous les systèmes linéaires 
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dans lesquels ad — bc est un nombre premier p, sont donnés par 


un seul d’entre eux 








Cr) 


NI 
fo 





en le composant à droite et à gauche avec des systèmes 





au déterminant 1. Or l’ensemble des relations relatives à la trans- 
formation du premier ordre consiste dans ces formules, savoir : 


I 
— k sin amy, 


sin am ( Kæ, = 
cos am ( HL, 


—= COST: 


x ) 
) mA amy, 
) 


A am ( kr, 


SIN AIDE AN) , 
cos am 


I 
cos am (rt, Ke) = 


& 
| sin am? 
\ 


TC) 
cos am 
À Aamz 
Aam (1x, kK° ) = —————. 
cos amæz 
: 7 10 ck' sin amx 
sinam {4 = ee ——, 
+) cos amæ 
I Aamr 
/ cos an {ke DT, | = ————; 
k cos amæ 
I I 
A am K'x, = ————, 
T4 cos ame 
(ét 1K' zÆ sin amx 
sin am  — 
| k Aamr 
ik! I 
: cos am{ckr, -— |) = ——, 
k Aamæ 
1k' cos am æ 
| Aam (2kx, — | = ———— 
k Aam? 
nr k\ k' sin amr 
Sin am ere = 
| Fr) AVATE 
ner cos am 
{ cosam{£'x, — |] = —— 
k Aamr 
1K 1 
A am (Ka, = = ———. 
Û Aamz 
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On en üre, par un calcul facile pour la transformation 
second ordre, les formes suivantes : 





1+ Æsin?amxr 


sin am | (14), De jee. 





9 VE cosamærAamr 
I. / cosam| (1+4)x, = ———— 
+ À 1+ £ sin?amx 
2 VA 1— Æsin?amx 
A am 1 K)z Re 
| ke + À + sin? amæx 




















LS OUR i(1+ k')sin amzx cos amæx 
k£! Re 
| sin am a+ )1æ, au 1—(1 +") sin? am 
de MUR Aamæ 
II. / cosam | (1+ #')êr RE 
MNO NL 1— (1 — 4") sin?amx 
% k' =  —— ——— . 
| am | G+ )1x, at 1—(1+ £) sin?amx 
Ps 2 Vikk' (k£'—+ 1k) sin amx A amx 
s kK'+ ik A LEUR RES ALAN ES An 
| In am + 1), | 1— (4 ik )ksin amxz 
(AOF GATE 
D'OR AA TSI EI 0 cos am 
IT cos am E DEA KO sintame. 
Aam |(4+ik)x, 24 ikk° | 1—(K +") sin?amæ 
PAR RTE 1—(k—14)k sin? am 
TRS NT t(1+Æ)sin amx 
Mi CE Ter TR 
‘ Tnt + £sin?amx 
IV. | cosam] (i+bjie, EG |= PRE, 
ne 1+ A)iæ et A TQUE 
C\LT en 6 
( die 1 cos am Aamæ 
AL pe (1+ 4°) sin amæ cos amx 
| sinam | (144%, AN NN RE ot Nataredie: 
+ € v 
ny ne BE kL' 1n? 
Y. { cos a | {+ 4)x, Le |= CNT eee, 
NON RER Tr G—#) Satan 
| A am [Ge 2, EVA —— 
y RE ik! (k — 1k') sin amzAamzx 
| sin am [(Æ — 14), Res Le LU COR a 
k—+ik' —(k— ik") k sin? 
HN CEE x | = nn ets 
qu. KIT 1—(k+ik)ksin amx 
| À am LCA ee, ET | EE. 


,» 
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J’omets d'écrire, pour abréger, toutes celles qui en résulteraient 
par le changement de signe de Æ ou #’, et par le changement des 
modules transformés en leurs inverses, et ne conduiraient pas, par 
conséquent, à de nouvelles formes analytiques dans les seconds 
membres. 

C’est dans le dernier groupe que nous trouverons la relation 
conduisant à l'identité que nous voulons établir. En partant, en 
elfet, de l'égalité 


k+ik! uk :k)ksin? 
PU a 
kE — 1k COS am æ 


on en déduira, par le changement de signe de #", 


D LED CFE ame A oEE 


cos amæ 


cos am [(Æ + ik") 7 | 1—(Æ+ik")k sin?amx 


d’où 1l sera facile de tirer 


(Æ + ik") cos am [ex — 1k')2, | 
(LL) cosamit£ 214 mate || 
UHR) C n mnt AP eee — 24 cos amx. 


Or,en posant 
ÉÆcos0: 


cette égalité prendra cette forme 
ei cos am(e—{x, e20) + e 1 cos am(ex, e—20) = 2 cosô cos am, 


et la relation que nous nous sommes proposé de démontrer en 
résulte évidemment, en comparant dans les deux membres les 
coefficients d’une même puissance de la variable. 

Relativement à sin amx, ce serait une formule de la transfor- 
mation du quatrième ordre qui donnerait une conséquence sem- 
blable. Partant en effet de la relation suivante : 


t 1— £ sin? amx — cos amxAamz> 


CE UE — EI NN EU ENS N | 


in (1— VE) sin am? 
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on en déduira aisément 


SV Len re LE | 





\ 


2 L'HEURE 


(T4) pm IUVERE, EE — 21k sin amx, 
, (VE 


et l’on en trera, pour la détermination des coefficients du déve- 
loppement de sinamx, des relations analogues aux précédentes, 
mais d’une forme un peu moins simple. 





SUR 


QUELQUES FORMULES RELATIVES AU MODULE 


DANS 


LA THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 





Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. LVII, 1863 (IT), p. 993 
et Journal de Mathématiques pures et appliquées, t.1X,1864,2°s.,p.313. 





Les expressions en produits infinis des fonctions elliptiques, 








sa vVOIr : 
om KZ I 2Vqsinr(i—2gcos2z+gt{1—2q#cos2x + g8(1—2qcos2r + gl?) 
e VA (1—2gcos2% +q?)(1—2g%cos2xr + qg$)(i —2gcos2x + g10)... 
= ] 
cos à Es F 2Vqcosær(1+2q?cos2æ+qti+agteos2æ + q8)(1+2gfcos2æ + gl?) 
© MN — — — et 1 
E k (1—2gq cos2x + g?)(1 —2g3cos2x—+q$)(i—2g$cos2æ—+aql0)... 
1 q q q°)( q q 
à à æ Ë ———————"#û 72, 


donnent immédiatement, pour la racine quatrième du module et 
de son complément, des fonctions uniformes à l'égard de la 
variable w définie en posant 4 = er, C’est ce qu’on voit dans les 
Fundamenta, $ 36, où sont établies ces relations 
LT œ —(1+ g?2. + q* + g$).., 
CU Ego hear, 
HÉSTUEr. Te) (red). 
LT I—g)(1— g$)(1 — 95)... 
VASE 2 1 NE RES 
HO RIN ETS") .. 


ou encore sous forme entière 


VEÆ = Val 2) + a) 90) [tr — 7) 72) 96)... 
VE =[({i+g)G+gi(+0g5).][a—g)G— gigi)... p. 
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Mais cette conséquence importante ne résulte pas des développe- 
ments sous forme de quotients de séries des mêmes fonctions, 
savoir : 


L [— L, /—— : : PTS , 5 
À 2Kx I 2Ÿ/qsinx — 2\/q9 sin3æ + 2 \/q?5 SIN5T —... 
SD AN — = —©  ——_————————  ———— ——————— : 
T Vk 1—2qcos2% + 2q*C0Sfx — 2q° COS6X +... 





2 


: Re ar na 
2Kæ k' 2V/qgcosæ+2Vq%cos3x +2 gicos5x +... 
k 1—2gcos2x +—2q*cos4æ — 2q° cos6x +... 





2Kzx VE 1+ 29Cos2%:+ 2g* COS {x +9 COST 
Û RE a à 
2 00272 7 COST IG ACODITEECE 


car c’est seulement alors la racine carrée du module et celle de 
son complément qui sont données en fonction de q par ces for- 
mules 


2 


= ie ee 
FE 2Vq+2Vq +2Vq5+.….. 
 1+2g+aqgi+2qt +... 


Le oat—2a%. 
Nr 29+2q 2e. 


1-22,9 27 REC 
Dans cette Note, je me propose d'établir, pour 
SINAMP M COSAMT RD Mr) 


de nouveaux développements en série de sinus et de cosinus ana- 
logues aux précédents, mais qui donneront aussi bien que les pro- 
duits infinis les racines quatrièmes de Æ et Æ' comme fonctions 
uniformes de la variable w. On en déduira, en effet, ces formules 


remarquables, où le signe De s'étend à toutes les valeurs positives 


et négatives de 7 


2 a D grrran D 1) q2r+n 


FREE VRAI 


D. 
Ÿ 2n?+1n YŸ 2n?+n 


«ad 


ne V2 à Va D — 1)2 q2n°+n Ne D 1)? q'® 
NT LE PR 0 
D I )#e qg? de 1)2Q 21% 


Ve Va Doi Et D — 1)EQ27 


VE = Ve 


>r Er 


u 
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et auxquelles Jacobi est déjà parvenu dans son Mémoire intitulé : 
Uber unendliche Rethen, deren Exponenten zugleich in zwei 
verschiedenen quadratischen Formen enthalten sind, en les 
déduisant des produits infinis en 4 rapportés plus haut. Les pro- 
priétés si importantes auxquelles donnent lieu ces quantités VE 
et /#, lorsqu'on y remplace w par LES. a, 0) C, d'étant des 
nombres entiers assujettis à la condition &d — be — 1, résultent 
de ces formules et peuvent être établies, comme j'espère le mon- 
trer, d’une manière simple et facile. 


If. 


Pour abréger l'écriture, je conviendra de désigner les quatre 


JE (=). 1] H (2) 


par 0(x), 0,(x), n(x), n:(x), de sorte qu'on ait, en mettant en 


fonctions 














évidence la quantité w dont il a été question tout à l’heure, 


EL 
0 (z,w)=r1r— 29 cos27x +aqg*cos4x — 29? cos6% +..., 


0, (x, w) =1+ 29 cos2% + 2qg* cos4x +29 cos6r +..., 





/q sinx—2V q°sin3x+ 2\/g°?5 sin5x —..., 


— 


MEL UE 





L 
4 


è Lie ler 
ni(t,w)=2Vgqcosr+2V/qgcos3x + 2V/g5cos5x +... 


Cela posé, la transformation du second ordre donnera ces deux 
systèmes de relation 





202 (x, o)=| Vie ke (x 2 )+ VI Ru (2, =) 
) 








2 Ar w= [vi Ru (a, © + Vi A0 (x, >) TE à 

F V#: — 

à K 

rates) = [Vi Fo (a, 2)-vi 0 (x, ?)| =; 
1 

Ar Etes 2K 

ant(e,w)= [Vi (a, 2) Vi (x?) Ve 
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; (mw)h(r,w)= VF 0(22, 0/2 
n (#,w)ri(æ,w)=ŸÿÆ'n(2x, 1/28, 





T 


V7: «) 2 K 
AN 
si 5 7” 


1} — 


A) 
NL ds /2K 
Tnt 


TVR | es) >K 
ne 
V2 


et c’est le second dont Je vais faire usage comme 1l suit : 





n (æ,W)0 (æ,w)= 





] 








{2 0) 00) 


n (+, w)0,(æ, se oe 





ELA CNE 


Considérons. par exemple, le sinus d'amplitude : on aura 
> P P ) P 


Fe AR no) (rw) 


VÆ O(ztw) VE Cr; tt 0 (Er; w) 


Or, en employant la première et la cinquième de ces relations, on 


iT ; _— 
— — Fr} T 
2Kzx TO RS CRE 


T UNE 0(2æ,20) ” 


obtiendra de suite 





sin am 





ou bien 


DER V2 Vg sinx+Ÿ/q® sin3æ —\Ÿ/g25 5 Sin 5x —. 


; 2 
sin am ne - RE | 
VA 2q iC0S4 LE 2 GP LOST 7 COS 12 7e 








A , , 2 s , A 2 Kr 
et le même procédé de transformation, appliqué à cos am 





2Kx ; Ge 
et Aam » donnera les résultats que voici : 


iT ( ON Se ii 2Vad * . : , 
k =— nr 2 V/ — j)2 q2r+n sin(4n +1) 
ER 6. SN UNE 1 V2Va > 104 (4n +1) 


SD A 


fT V2VÆ (az. 26) VX D ip gr cos ire 





2Kx ,/k' mi (e 9 } va V2 Va ea AA Fr ME 
cos am = re PNA Ve hr NET 


NV (— 3 2? COSANT 
cd ee 4 


D) : * 
; ; T ° 2n+n COS(AN I1)T 
2Kx De er a ( os hp x (An +1) 


A am — € 8 V | RE Pr 


7 / RSR CL 
11 (æ, ) De 1) Her à COS ( an + D? 
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et, en second lieu, 


RUR TPE Fran in(8 
2K TE V2e5 n(27x, 2w) ( VaVa 23 in RBTUn à 


don 
à V3 m (a = ) VA Dig cos({n +1)æ 





sin am ; 





2K TC _ 4/k8 n(2%,20 
cos am Volts Les") 














NME pan VE | 
ï (a. =) | À qu sin(4n + 1)æ 
EL 
D +1 : 
ee iT 1. - ) Ÿ (1) gen sin(4n + 1)x 
A'am — € Te 
T & \ EU ; 
ñ 5) De + sin({n +1)x 
2 


Tels sont donc les modes nouveaux de développement des fonc- 
üons elliptiques, qui manifestent immédiatement que les quan- 


NT SA : ; 
tités ÿ/Æ et (/k' sont des fonctions uniformes de w. Il suffit en effet 


de poser æ—o dans les deux dernières équations du premier 
groupe pour obtenir 


. 1 (o. ar DC | va. Va D (—rrgirn 
V2 6(o,2w) DIONT 


CON : 
R« . in ni (o. x | Ù (— 1) qg°2% bn 


k 
VE = SE = —————, 
ù Ga Ten 


c'est-à-dire deux des formules rapportées plus haut d’après Jacobi, 








2 





et dont les autres se tirent aisément, comme nous le verrons bien- 
tôt. Quant aux équations du second groupe, elles donneraient, en 
prenant le rapport des dérivées, deux termes pour x — 0, 


e 202 Vas D Can +ngueren 
K = 
De et; 
DHÉNACLENNT Les 
DCR +1) gr 


d 1)*(4n ee 1) CES 


TT — 


ee 


les signes ÿ s'étendant, comme précédemment, aux valeurs posi- 


tives et négatives de n. 


ES : ; s 
PE) y2 PHP sin(8n +2) 
4/K 


D 
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Mais ces nouveaux développements n'ont pas seulement pour 
objet de conduire à ces conséquences, que je vais donner princi- 


; NET. Aa : : : 
palement en vue de l’étude des quantités ÿÆ et V#!; j'en indiquerai 
encore un usage dans la question suivante : 


IL. 


La dérivée de sin am æ étant exprimée par 
ÿ{ — sin? amæ)(1— k? sin? amx), 


il est naturel de se demander s1 les combinaisons suivantes des 
facteurs du radical 


À (x, k)=y(i+sinamæ)(r+#ksinamæ), 





A(æ, k) = Vi + sin amæ)(i—#sin amx) 
représenteront aussi bien que 
cos amæ = ÿ1— sin? amæ et À am = y1— k? sin? am 


des fonctions uniformes de la variable. Or, en désignant par & une 
racine quelconque des équations À(x) = 0, À,(x) = 0, on recon- 
naît aisément que les développements ÀA(a + e), À,(a +e) com- 
mencent par un terme proportionnel à e, de sorte que d’après les 
principes connus (!) on peut assurer déjà que ces fonctions sont 
uniformes. On trouve en effet, par exemple, 


| —_—_—.| 1 Si ae COS AM AaAMe 
de ere Det UE 


£ 
À am € 


et la quantité sous le radical est une fonction paire de e, qui s’an- 
nule avec cette variable. Mais il reste à trouver leur expression 
analytique, et l’on y parvient d’une manière facile comme il suit. 


(1) Voyez l’ouvrage de MM. Briot et Bouquet sur les fonctions doublement 
périodiques. 
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1e 


Es El 
-petxen (1 + k')x, en employant la formule 


Changeons ken 


nn (1+ £')sinamzrcosamr 
PATES £ 
DITES 


sin am Le + k')æ, & 
am æ 


on trouvera 
4h EE 
REORA)T, 7 


= — Vi — Æ? sint amx + 2 sin am cos am A am, 
Aamr 


, Fe D à 
À: Lex )æ, | 


5 qe Vi—22#? sin? amx+ Æ?sint amx+o2/'sin amæ cos amæ À am. 
amæ 


Or il arrive que les quantités sous les deux radicaux sont des 


carrés parfaits, à savoir : 
(cos amz+sinamæwAamær) et (£’sinamxr + cos am A am )?, 


de sorte qu'il vient simplement 





; à 1 — 4 ; cos am æ 
À [(1+£L)X, —— | = sin amr+-———— = sin amr + sin coamæ, 
| 1+ A A amæ 

; 1— A k' sin am x 
M lG+£L)t, > | = cos ame + ————— —= cos am? + cos coamæ. 

| 1+k Aamæ 

Posons encore avec Jacobi 
eee 5 1+ 4 
Æ2) — RCE K, 
[+ 2 


ces quantités désignant ce que deviennent # et K par le change- 
2Kxr : 
au lieu de x ; on 





ment de g en g? ou de w en 2w, et mettons 


aura 
4K%) x Û ANT 4 2Kxr 
À PONIE= cinam + sin coam ) 

D T T 














… TiKtiz : 2Kx 2Kx 
À4 | =, AU) | = cos am + cos coam z 
T 


TT 
Î 


C’est à ce moment que nous ferons remarquer l'avantage des nou- 
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velles formules 











2Kx OL 40e no 
cos am LE pat ne 
TC V2 FU O 72/0) 


iT (x O + I 
_ : A 
2Kx CA CEN RE, 
SIA COQ po 
T VavÆ (2x, 20) 
: 


(#3 
= ®) 4 = 
2Kx in don 3 
cos coam pis 

2 


T V k 6(2æ,20) 





de sorte qu'ayant, comme on le vérifie de suite, 











( Horates Fe A HI de + T (5) 

T NT == DONC ÊRES Er = 

Hi ; > ) n ) ; "1 R : } 
( u) \s ( u) ve —— me ie | 

nr — nier — —.| 31 Co 0 ÆŒ — — , 
Dia. ; l ie à M1 1 5 


î T (02) 
on en conclut, en remplaçant x et w par AoUEe 








JE 
À (Re pi 





2 Va ÿ q ©? cos({n + D (TT) 


VA, D — DegRieos2 nr 











2n?+n 


RONDE TG ne j him 
4 JR 2 Va JA no cos(in +1) n ) 


sl 
2 > (— 1)7 g'cos2nx 





Dans ces formules, Æ et k' désignent ce que deviennent le module 
2 E 
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, (62) 
et son complément par le changement de w en = et ont pour 


valeur 








k - 
+ 1+Ak 
Sous forme de séries simples, on aurait 


g"cos(4ân +1) 





; LT TRS 
El CRE 
ENRE) 
DS 





NU ry2V9 
(ec US De = 
17 
= gp + J'ECOSVA nt) =) 
x (Æ ER) nr 2 4 
7 K VA n ne 
ie 9 2 





SUR 


LES FONCTIONS DE SEPT LETTRES. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. LVIE, 1863 (IT), p. 750. 


En représentant, suivant l'usage, un système de p quantités in- 
dépendantes par la notation 3;, où l’on suppose 


L'ONU, CT DRE 


toute substitution entre ces quantités pourra se représenter analy- 
tiquement de la manière suivante : 


3; 
36 (i) 
la fonction 4 (&) étant déterminée de manière à reproduire dans un 


autre ordre l’ensemble des p valeurs de l'indice. Ce n'est, il est 
vrai, qu'une abréviation de la notation explicite 


É FRE dore a) 

Zas Th; 103% i 

où a, b, ..., k sont les nouveaux indices, et qu'on obtient immé- 
diatement par la formule d'interpolation; toutefois, on verra qu’on 
en tire quelques résultats intéressants, au moins à l’égard des fonc- 
tions de sept lettres, en prenant pour symboles de distinction, au 
lieu des indices {— 0,1, 2,..., p — 1, un système de résidus sui- 
vant le module p. Sous ce point de vue, la formule d’interpolation 


se simplifie en eflet, comme nous allons d’abord le montrer. 
Soit, pour un instant, 


p(T) = Zx —1)(r — 2)... (= p ha 
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on aura, COMME On sait, 


TE LEE ART ÉTALALS 
7 æg(o)  (æ—1)® (4) (x —p+1)9 (p—1) 


Or, en supposant p premier, et employant le théorème connu 
o(T)=xP— x (mod p), 

d’où 

on trouvera immédiatement 


DUT CT) DE Cr re E..i) 
— CH(LP IH OGP BE +, + 2P—2) —,., 


kx(xP 22 (p—1)xP 3 +... (p —r1}r?|, 


Ordonnant par rapport à x, et remarquant que les nombres à, 
b, ..., k, coïncident, sauf l’ordre, avec un système de résidus, de 
sorte que leur somme 


a+b+...+k=o  (modp), 
il viendra 
O(r)=a—x [b+or2c+...+(p—1)r 2%] 


— 2? [b+o2r-3c+...+(p—1)r-8%] 


ce qui est un polynome à coefficients entiers du degré p — 2, et 
dont voici la propriété caractéristique : 


Formons la suite des puissances 
B2(æ), 03(æ), ..., 0P-2(x) 
et soit, en général, 
O2) =(n)o +(n)hT + (nan? +...+(n)nçpen LP, 
ne 
Je dis qu'on aura 
(A )o + (2 )p—1 + CEE TU ir tp 1 0. 


Effectivement, 4, b,..., k représentant dans un ordre quelconque 
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un système de résidus, on a 


Gr(0o)+0%(1)+...+0%(p—i)=at+br+, + kr 


ALES OR PRE 7 


o (mod p), 


de sorte qu’en éliminant dans 0 (zx) les puissances de + dont l’ex- 
posant est supérieur à p — 1, à l’aide de la relation zP7'= 1, le 
coefficient du terme indépendant auquel on sera ainsi amené devra 
être congru à Zéro. 

Et, réciproquement, tout polynome à coefficients entiers, de 
degré p — 2, 
0(æ)=G+Hr+...+Nxr-1, 


qui remplira ces conditions, pourra servir à désigner une substitu- 


tion, car en faisant, pour un instant, 
io) D) =10; & 0(p—1)=#%, 


la fonction (x — a)(x —b)...(x— k) coïncidera, en vertu des 


relations 
a+ bi+,,.+ k? = 0, 
avec 
æP—æ où æw(T—1)...(x — p +1), 
el, par conséquent, &, b, ..., k représenteront un système de ré- 
sidus. 


Ces premières remarques faites, nous allons les employer à 
l’étude des substitutions, en partant de ce fait évident de lui-même 
que, si Ü(x) est une fonction quelconque, propre à représenter 
une substitution, la suivante : 


J(æ) = aû(x +B)+y, 


en excluant la valeur 4 = 0, aura, quels que soient 8 et y, la même 
propriété. Or, il est aisé de définir, dans un tel ensemble d’expres- 
sions, une forme réduite, unique, qui, une fois connue, donnera 
toutes les autres, et ce qui se présente le plus naturellement c’est 
de déterminer « de manière à rendre égal à l’unité, dans 3(x), le 
coefficient de la puissance la plus élevée de la variable, 8 en faisant 
disparaître le coefficient de la puissance immédiatement inférieure, 


et enfin, de sorte qu'il n’y ait pas de terme indépendant. On 
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pourra même chercher à réduire ultérieurement 3(x), en considé- 

rant l’expression «3 (ax), où il restera encore un entier arbitraire, 

après qu'on aura rendu égal à l’unité le coefficient du terme du 

plus haut degré. La notion des formes réduites ainsi établie pour 

les fonctions Ü(zx), nous allons, en considérant les cas de p — 5 et 
— 5, montrer comment elles se déterminent. 


DTETILerI CAS CDS, 


Les formes réduites sont 


la seconde est à exclure attendu que 
32(x) = Th =], 
et 1l ne reste à considérer que la dernière dont le carré est 
axé +oaxrt + ar? = L'(1 + a?) + 2e 


Devant faire disparaître le terme indépendant, il faut poser 


Œ=0; 


toutes les autres conditions se trouvant d’ailleurs remplies par 
l'expression 


il en résulte que la totalité des substitutions, pour un système de 
cinq lettres, s’obtiennent en employant pour indices 


GT; ES ei) Er à 


où l’on n’excepte que la valeur + = 0. M. Betti avait donné déjà 
ce résultat dans le Tome Il des Annales de T'ortolini et, récem- 
ment, M. Brioschi en a fait l'application la plus ingénieuse dans 
son beau travail sur la méthode de Kronecker pour la résolution 
de l'équation du cinquième degré (Actes de l’Institut Lombard, 
année 1898). 


DEUPLÉTIPeR CUS D. = 7. 
On devra partir des expressions 


J(T)=r, 2, 2i+ax, xt+ar'+bx, a+ axi + bx? + cx, 
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dont la seconde et la troisième sont d’abord à rejeter, le terme in- 
dépendant existant nécessairement dans le cube de l’une et le carré 


de l’autre. Soit donc 
S(x)= xt + ar? + br. : 


Le terme indépendant de Sc donne immédiatement &« = 0. On 


trouve ensuite 
(xt+ br} = x3(b3+3b) +302 +1, 


d’où cette condition 


et, par conséquent, ces deux formes 
S(t)= 112067, xt — 3%. 


La seconde se ramène à la première en recourant au dernier mode 
de réduction que nous avons indiqué en commençant. On trouve, 
en eflet, en prenant 3(x)=x'— 5x, 


a?J(ax)=xt—3ax, 


de sorte qu'il suffit pour y parvenir de poser 4 = — 1, c’est-à-dire 
de prendre «a non résidu de 5. Cela étant connu, on obtient, pour 
la série des puissances, 
TIC) = TT 
| (x) = 625 + 3x? 


t D(rd=er 


, 


t? 


t(æ)=3xt + x, 


| S5(x) = 325 + 62. 


Ainsi toutes les autres conditions se trouvent remplies d’elles- 
mêmes. 
Soit, en dernier lieu, 


J(x) = 25 + art + br? + cr: 


on aura, en égalant à zéro les termes indépendants dans le carré, 
le cube, et la quatrième puissance, 


2C0+— a? =0O, 
b(3+Gac+b?)= 0, 


ab?+ 4b?c?+2(2a + c?)(1+oac + b?)=o. 
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La seconde équation conduit à supposer d’abord b =o, ce qui 
réduit la dernière à 

(2a+c)(1+2ac)=o. 
Or, en y faisant 


elle donne l'identité 
2(a+at)(i—-æ@)=2(a— at) =0; 
on a donc cette expression 
J(r)=ri+ ax + 3a?x, 


où a reste indéterminé, mais que nous pouvons ramener aux Cas 
de a=0,a=1et a =3, d'après la relation 


adJ(ar)= 5 — aux + 3 aa. 


On vérifiera aisément que la cinquième puissance ne renferme pas 
d’ailleurs de terme indépendant. Supposons enfin que b ne soit 
pas = 0, les deux dernières équations donnent, en y faisant c = 3a?, 





3—3a+ b? =, 
a +— at = 0, 
d’où ces deux solutions 
Va =, b= +, 
aa or b= + 1; 


on en conclut ces nouvelles formes réduites 


JT) = mr Ho, 


J(æ) = ai + ax Ex?+ ax (a non résidu quadratique de 7), 


que nous ramenons, en opérant comme tout à l'heure, à celles-ci : 


OT) =m or, 


J(T)= 20 +375 Er? — x. 


En résumé, toutes les substitutions d’un système de sept lettres, 
au nombre de 5040, se trouvent représentées de cette manière, 


(3; | | 3x 
? 





Zax+$ | ( 3a0(x+8)+Y 
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la fonction O(x) prenant successivement ces formes 


HARAS fi À 
MED TES 
DIR ATEN a? Tr (a quelconque), 


x + ax tr?+3ax (a non résidu de 7). 


C’est le résultat que ja déjà indiqué dans une Lettre adressée à 
M. Brioschi1, et publiée dans les Annales de M. Tortolint; je vais 
le compléter en présentant quelques remarques sur les diverses 


fonctions S(x), et me servant à cet effet des formes réduites pré- 
cédemment obtenues, savoir : 


S(z)=xt+ 3x, 
LOT, 
a ++ 3x, 
LS + 3X — ZX, 


LT 0 LE T de Le 


À l'égard des deux premières, je distingue en deux groupes les 
valeurs de æ, suivant leur caractère quadratique par rapport au 
module 5; on trouvera ainsi 


tt +3x =2% (æ résidu quadratique de 7), 
= 4 x (æ non résidu de 7), 

nm MC MS it Get nl 
= x? (æ non résidu de 7). 


Pour la troisième, je distinguerai les indices en résidus cubiques, 
et non résidus par rapport à 7, et il viendra 


A++ ir=—22% (æ résidu cubique de 7), 


| 


+ 2% (æ non résidu cubique). 


Pour les deux derniers enfin, on parviendra encore à des formes 


monomes, mais sous un point de vue bien différent, car on trou- 
vera 


DS + 32 — x = 3x?, es 


Il 

| 

C2 

8 

à 

V 
DIS NII 
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et, par suite, en faisante = 7, 


= 
x + 3x3 em? — x =(3 +e)xr?, L'ART 
2 

= (—3 +e)ri, DE “ 


Ces remarques, qu'on vérifie facilement, autorisent jusqu'à un 
certain point peut-être à supposer que, dans l'étude des formes 
analytiques de substitution pour un nombre premier quelconque p 
de lettres, les expressions que nous avons nommées réduites se ra- 
mènent elles-mêmes à d’autres beaucoup plus simples, en consi- 
dérant les valeurs de l’indice comme résidus ou non résidus de 
puissances dont l’exposant diviserait p — 1, ou bien encore comme 
divisées en ces deux séries 


PCR ÉRSSS 


2 





2 


Loos D +3 
CGT ei” 
2 2 





HE) DEN 


Soit, par exemple (!), une substitution réduite de la forme 





D ( DEL 
perle F rar ne PET 
il est clair qu'on aura simplement 


J(x)=2ax (x résidu de p), 


= 20x75 (æ non résidu de p); 


c'est à cette catégorie qu'appartient, dans le cas de p = 7, l’expres- 
sion 





Jr) 7 7, 


qui vérifie les relations 








S[aS(x)+b]= ab 3 (x + = ) . —— ss (b5+ 2b2) (a résidu de 7), 


(1) Avant cet exemple dans lequel p est un nombre premier quelconque, Her- 


mite donne un autre exemple où p = 3 (mod #4); nous l’avons supprimé daus le 
texte, car le passage nous paraît contenir des inexactitudes. E. P. 


288 : ŒUVRES DE CHARLES HERMITE. 


Il en résulte qu'on à un système de 168 substitutions conjuguées 


représentées ainsi : 


| Zx Zx PR 
; la résidus enne 


| Zax+b ) 3a 3 (x+b)+c 


d’où cette conséquence, indiquée pour la première fois par M. Kro- 
necker, qu'une fonction de sept lettres, invariable par ce système 
de substitutions, ne peut avoir que trente valeurs distinctes. 


EXTRAIT 


D'UNE 


LETTRE DE M. HERMITE À M. BRIOSCHI. 


Journal de Crelle, t. 63, 1864, p. 30. 


« En appelant, comme vous le faites (1), U la forme cubique 
proposée, H le hessien, K le covariant du sixième degré, et 








LÜUMAUNEU 
HEUlYE ds 
te dH dH dH 
da 
dK dK dK 
ATEUTINELE 


le covariant du neuvième degré que vous avez à bien juste ütre 
introduit dans la théorie, j'ai remarqué qu'il est décomposable en 
facteurs linéaires et que tous ses invariants sont des puissances du 
discriminant de U. On le prouve au moyen de l'expression corres- 
pondante à la forme canonique U—=z2x+y+ 3 + 6/xyz, qui 
est 

CRETE CE } (3 — TU), 


abstraction faite d’un facteur numérique, R étant le discriminant. 
» D'une manière analogue, en ajoutant aux trois contravariants 


que M. Cayley désigne ainsi, PU, QU, FU, le contravariant du 





(:) Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. LVI, 1863 (I), p: 304. 


HS LT 19 
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neuvième degré 

dPU dPU dPU 
dË di dt 

dQU dQU dQU 
dé di 1 


EU JEU rTEU 








en) 
LL 





on parviendra, si l’on supprime un facteur numérique, à 
QAR En NEC) CESR 


d’où résultent les mêmes conséquences que pour 6. 
» Mais la valeur de Q sous forme de déterminant sugeère natu- 
rellement d'appliquer votre méthode à la relation PU — 0 en mul- 


üpliant par 


LÉO NME 
À = AN EST 
AE NCIS 


ce qui donne 


= 3(QU d FU —2FU 4 QU) (a _ Len ) 


STE FN Mar 
sous la condition admise PU — 0. 
» Effectivement il est aisé d'obtenir 


2 — FU(QU}— 2T(FU QU} + R(FUY. 


T étant l’invariant du dixième ordre et R le discriminant. Faisant 


donc 
QU? 
VFU. 


DÉS 


On aura 





3 


NN dd our 
PA RE PME 
Q=(FU) ÿzt—2T2+R 


et, par suite, 


LOL ENS A een 1 2. dz 
d PU d PU EU Vatican 


Ne Le (TE 


Mas le point le plus essentiel est d'obtenir l'expression de Q? en 
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fonction rationnelle et entière des covariants et contravariants, 
ainsi que vous l’avez fait à l’égard de @* et des trois covariants. 
Votre méthode qui emploie les quantités S4, Tas de M. Aronhold 
m'ayant entièrement échappé, voici celle que J'ai suivie. Jai pris 
pour point de départ les expressions canoniques données par 


M. Cayley 


PU=— UC En) + (40 —1)Ent = 0, 
QU —=(1— 100) (E5+ n3+ 68) — 6/2(5 + 478)Enê, 
FU = 4(1-+ 8/5) (niti LE Ent) 


ES ne 60) — 24 CE + nd 3) Ent — 24 /(1+ 20) Bn2t2, 


d’où l’on ure, en faisant 


W = 1+ 84/3, 
E3 + n3+ 63 — LE on, 
dE RE Emi FU + + (QU, 
nt (QU 
6 b 


de sorte que le résultat cherché s’obtiendra en calculant le discri- 
minant de l'équation du troisième degré 


À fl 
FREE 


QU+ 6] FU + - = (QUE | + (QUI = 0. 


Ou en faisant 





QU RO ORELAQTE 
(62) 


t$ 
et l’on en déduit, abstraction faite d’un facteur numérique, 
Leieent QE ESS 


_ _ LFU(QU )i— 2 (1 — 20 3 — 8/5) (FU QU}? + w3(FU }], 


et par suite le résultat ci-dessus. 
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» Peut-être ne serait-il pas sans intérêt de rapprocher la substi- 
tution précédente de la vôtre appropriée à l’équation PU — o, et 
aussi d'envisager, à la place des équations U —0o et PU — 0, 


celles-ci 
aU + bHU — 0, a PU + bQU = 0. » 


Paris, 1 février 1863. 





SUR UN NOUVEAU DÉVELOPPEMENT 
EN SÉRIE DES FONCTIONS. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. LVIIT, 1864 (T), 
p.99 et. 266: 


Les fonctions uniformes de plusieurs variables à périodes simul- 
tanées par lesquelles MM. Weierstrass et Riemann ont résolu le 
problème de l’inversion des intégrales de différentielles algébriques 
quelconques sont représentées, comme l’on sait, par le quotient 
de deux séries telles que 


ÿ e—p(r+m, Y+n, 2+p, ), 


où + désigne une forme quadratique dont la partie réelle est définie 
ue 3 Var de L 
et positive, le signe » s'étendant à toutes les valeurs des nombres 


entiers M, nn, p, ... de —o à + w. L'élément fondamental de ces 
nouvelles transcendantes, ainsi donné par l’expression 


e Pr; Yr2;, .), 
se présente dans toutes leurs relations analytiques, et acquiert par 
là une importance dont il est impossible de n’être pas frappé. La 
théorie des fonctions elliptiques, déjà assez avancée pour donner 
l’idée de ce qu’on doit attendre de ces transcendantes à plusieurs 
variables, justifie particulièrement, à l’égard de l’expression e7*, 
ce caractère d’élément essentiel dans l’expression de leurs pro- 
priétés, et qu'on ne peut, en quelque sorte, perdre de vue dans les 
recherches auxquelles elles conduisent. C’est ce qui m’a amené à 
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cette remarque, que les exponentielles e* et e7?l#:7;2;:.) donnent 
naissance, comme le radical 


* 


(i—2ax+a) 


L 
2 
#3 


et l'expression 
— À STE VE ee à 
[1 2a(æy + cos8 1 — x? Vi y?) 22] 2. 


qui Joue le principal rôle dans plusieurs des plus importantes 
questions de la Mécanique céleste, à un système de polynomes 
entiers, pouvant servir au développement des fonctions d’un 
nombre quelconque de variables. Mais, tandis que les fonctions de 
Legendre et de Laplace conduisent à des développements où les 
variables sont renfermées dans les limites —1 et +1, il sera 
nécessaire 101 d’embrasser toute l’étendue des valeurs réelles de 
— © à + w; on verra, du reste, entre les propriétés d'expressions 
d’origine si différente, l’analogie la plus complète. Je commencerai, 
afin de la mettre dans tout son jour, par le cas des fonctions d’une 
seule variable et des polynomes semblables à X, qui se ürent de 


x? 


exponentielle LRO 
[. 


Désignons par e-*U, la dérivée d'ordre n de e-*", de sorte 
qu'on ait successivement 


ur 1, 

U; = — 2%, 

USE 4 a? — 2, 
U;=—823+ 12%, 


U, = 167%— 48x? + 12, 


et, en général, 


n(n—1) (2æ)r-2 + RCREANBEN RARE 


I frr2 


(— 1)" (hp —=(2%)t — 


DR OREA) Cr Or CR) A) 


CAO EC 
Must | 
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ou, sous une autre forme, 


in 
(HAE 
PRO eu RDS 
LORDNE +1) 


n(n—2 n(n—92)(n —4 
DATE An M 2 EN A Em AR D 


St 1089344020 


n(n—2)(n—4)(n—6) 








Ar SEE Ne 
uni 0 7e 
quand » est pair, et 
n+1 
9 
— 1) ? U n —1 n—1)(n —3 
( ) n _— au - 322$ + gens RL ve LEA 
n+I\ AO TAES LUDO 0 
2n(n — 1)... ) 
CR 


Genie) (IUT JE NE 
Fe PR PRET PRE CN ARE 
quand x est impair. 


Cela posé, on démontrera aisément les propositions suivantes : 


1. Trois polynomes consécutifs U,,,, Ur, U»_, sont liés par la 


relation 
VE 0 7 eo 010 


et, par suite, peuvent être considérés comme les réduites succes- 
sives de la fraction continue 


On a de plus 
dUy 


dx 





= —27nUÙ; 1, 


et l’on en conclut l'équation du second ordre 


dU, 
dx? 





br À 3 4 
— 2% —— +onU,=o. 
dx 


2. L’équation Ü,— 0 a toutes ses racines réelles; ces racines 


ë Re I nn 
sont en valeur absolue comprises entre les limites — et pee 
nm 4 
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+ 00 
3. L'intégrale 4 e-*%U, dx est nulle, quel que soit n, sauf 


— 90 


+ co 
n — 0, et la suivante il eT*U,U, dx est nulle quand n est dif- 


=#100 


férent de n'. Pour n = n',ona 
) 


—+ © 28 
ïl e—%?U2 dx = 2.4.6...2n.Vr. 
00 


Aout polynome entier F(zxz) du degré nr peut être exprimé 
ainsi 
PURE Ao ÜUo + AU; +. e + A, LU», 


les quantités À,, À,,... étant des constantes. Il suffit, en effet, de 
remarquer qu'on a pour une puissance quelconque 


(—2r}" = U, + D nee LORS T) 


n— {4 
Rs 


7 AE a mnt D me AO re Nm à 


1970 Memo 


et en général il en est de même de toute fonction F(x) en prenant 


+ 0 
I 
À, Fe —— — © e-%U,, F(x) dx. 
| 2.4.6...2n.YT_… n F(x) 


Un des caractères de ces développements consistera en ce qu'ils 
gardent la même forme après la différentiation et l'intégration; on 


a en eflet 
HO) Nate 
F'(x) = — 2 D (+1) Ant Uns 


J Ave 
F Rs ù SAS) FEES 
nl Ge D An Un 


9. En particulier, on obtiendra 








uw)? + 

Cos2wr—e MU — Use AUS 
0 2 => U, Re 

LEZ 2.5.0 
Ë : (02) u)° u)° N 
SiINn2wr =—e-%{:—U, — Ù A SE CRT Ee e 

1 > Us SLVE 

I l'en 1.230040 
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Ces divers résultats se retrouveront d’ailleurs à l’égard des fonc- 
tions plus générales qu'on tirerait des dérivées successives de l’ex- 

ES — a x? HAS . © | ») E 
pression e7**, que J'ai reconnu indispensable d'employer dans 
certaines circonstances. Sans m'y arrêter en ce moment, J'arrive 
aux polynomes analogues à Ü,, et qui renferment un nombre 
quelconque de variables (!). 








ñ I 
sin (x == :) © 


(1) En posant x = 2 cosv, les quantités V, = 2cosn@,U, = ———— seront 


[42 


: I 
sin — © 
2 


aussi des polynomes du degré » en æ, tels que les intégrales 


+0 ù +2 —— 
re % 2— TX 
f \ A PTE et [822 U, / dx 
_ VA — x?  —2 ARR EE 


seront nulles ou égales à 27 suivant que n est différent de n’ ou lui est égal. Ces 
polynomes satisfont aux équations différentielles 





AN dv À 
CRE pre 11 LPRLSE 2 La 
(æ 4) dx? 1x 7 Le 0, 
: dit dU, 
HENRI an CAS 2 © or pe On iNU 0: 


dont la première est donnée dans l’A/gèbre superieure de M. Serret. On peut 
également les considérer comme les dénominateurs des réduites successives des 
fractions continues suivantes : 





2 = 
on 
Va? — {4 Li 
I 
TT — 
I 
TT — 
© — 
et 
0 2 
DENON 1 
Æ pi 
I 
TT — 
D 


Je n’ai pas besoin enfin de rappeler les polynomes Pÿ” de M. Lamé dont les 


propriétés ont été exposées avec tant de simplicité et d'élégance, par l’illustre 
géomètre, dans son Ouvrage sur les fonctions inverses des transcendantes et les 
surfaces isothermes. 
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1h. 


Soit o(x, y, 3, ...) une forme quadratique à & variables x, y, 
z, ... et dont la partie réelle soit définie et positive : désignons par 
Lx, 7, 3,...) le contrevariant quadratique ou forme adjointe de 
Gauss, et par à l’invariant. Nous considérerons deux systèmes de 
polynomes rationnels et entiers en x, y, 3... qui seront définis de 
la manière suivante. 

Développons en premier lieu, suivant les puissances des ac- 
croissements k, k,, hs, ..., l’exponentielle 


eplz+h, y+h, 24h, ), 


et en remplaçant, pour abréger, le produit 1.2.3...n par (n), 
posons l'égalité 


HER Eh PERS 
e—plr+h, y+ha,2+h,..) — e—p(x, y, 2,22. Éd ee Le nn" 


ad On Men 


PCM) 


les'quantités Ur Mrationnellestetrentièresten/ 7/71 10e 
d'un degré égal àn + n'+ n"+..., formeront le premier système. 

Le second s’en déduira par une substitution linéaire effectuée 
sur les accroissements A, h,, h:, ...; en introduisant le polynome 
VX, ki, ko, ...), nous ferons 


d' 
n=%, 





dy dy 
h: — - Hot ire 
TE MTS T 1 
el 1ls seront définis par le développement suivant les puissances de 
Rikik2,.. de léxpression 


3+ — 


( d'Y dY dŸ ) 
… dk,” dk>” .. 


Nous les désignerons par V, »,n.…, en posant, comme tout à 
l'heure, 


= RIDE DR Tlare CaRLÉ ss n 1n'}.n" 
e p(r+ dk? EPA METRE RL CAES DORE k k LE: 
émi (n)(n')(n")... 


4 " 
LIULENTL Ne 


Voici maintenant comment s'obtient leur propriété caracléris- 
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tique. Soit, pour un instant, 


P(x,y,3;...)=p(r+h, Y+h, 53 + ho, ...) 


dy dy dy 


+ofe+ rt st )—e(er 8. 


on aura, d’après les équations mêmes de définition, 
Re RE RE ee 

En\EnD En Na ON 

RL De CA DE 


! W 
HR D 


e-Plx,7,23,..) — e—Qlx, y, 2,..) 
> 
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Multiplions par dx dy dz ... les deux membres, et intégrons 


u fois entre les limites — æ et + +; l'expression 


—+ © —+ co 
JL 1 ee DE Pod dy dz... 
—109 —100 


nous conduira au résultat par une transformation bien simple. 
Posons, en effet, 





du 
g=it—h—T, 
Mac 
JAN (TEE AR TTDE 
di 
Zz=C—h;: De 


les limites des variables Ë, n, €, ... seront toujours — æ et + 
s fo Ss J 9 


et l'on vérifiera sans peine que 


P(r, Y,2) = (EM, Cs.-. dh dk di dla dh: dk DrCHC 


L'intégrale cherchée est ainsi ramenée à celle-ci : 


—- 00 —+- 00 Tr 
ji il ... e0té,m, 6.) dt dn &..=|/T 


Mais de plus, et d’après la nature du polynome adjoint 


. (1 re RON ENTER D 
on a l'identité 


de dy de dy de dŸ 


RTE cc Va fat: :), 


do d do dt dpt d 
Et ( i Ÿ ? Î . ? Ÿ }e 
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de sorte que nous parvenons à la relation fondamentale 


rt 4 Pi 
etothk+h; ki+ha kit. = FE - dr dy dz...e-9x,»,2,.) 


RERO he a A V'HR 
A) CEE = Un,n',nr. Se CR). D'or re 


Il en résulte immédiatement cette conséquence que l'intégrale 
+ © + 
‘L 1 sept, y; 2.) Us,» nl, FAN m',m",..… dx dy ds... 
—.œ@ [e »] 


s’évanouit, si aucune des différences r — m, n'— m', n—m/",… 
nest nulle, tandis qu'entsupposant 72 —=7n; nm, nm". 
on à 


+ co +- 
f 3 e "et Ur nn OnRonls UD dy CZ 


— co 100 





TH 





(71) (LA QUOI (49 )+n +nr+, 


Cette proposition peut servir de base, comme on voit, à l'étude du 
développement d’une fonction F(x, y, 3, ...) sous cette double 
forme 


He, 3; M.) Ù An,nn",.. Un,n, nr... Ù Bh,n',n",. NVn,n',n",…; 


les coefficients étant ainsi déterminés : 


—+ co —+- 0 
(æ Ze) 
MNT TEE VS ff Los 


2< Vainn",.… Er, V3, .. 4) dx dy der 


I a RÉ Le 
B lt mil = — ————— — NC e-@(x;, 7; Zee) 
nn, ,... come VE DE 11 


2 Uh, n°, n°, … Ur VAR TES *e) dx dy dz. 56 


An, MSN CH mb 





Mais la recherche des propriétés des polynomes U et V doit natu- 
rellement précéder cette question; dans une autre occasion, 
j'essayerai d’y revenir. 
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LEE. 


Je vais donner quelques nouvelles remarques sur les polynomes 


-a x? 
à 


urés des exponentielles e° ext #7") et qui peuvent être 
employés, comme je l'ai fait précédemment (Comptes rendus, 
t. LVIIL, séance du 11 Janvier), au développement en série des 
fonctions d’une ou de plusieurs variables. J’indiquerai, en premier 
lieu, une modification légère à apporter à leur définition, et dont 
l'effet, comme on le reconnaîtra, est de simplifier leurs expres- 
sions algébriques. Ainsi les équations 


: — n pr" És 
e-pir+h, y+h, 24h, .) = p—Qix, y, 2, À hi ? 


CAVE TORTUE eee 
et 
di! d'L dd n Ln 1n" 
—p(x+ SR +.) k k' Le ... 
e dk dk: dk = er gx; y; Z; 5) RETIRE VEN ET ETS ET he n' n'" ire 
Æmin)(n')(n")... NA 


que. j'avais d’abord données, seront remplacées par celles-ci : 
: ! [4 
an RENE Ÿ EURE LU ë 2e 
/ 2j on Umnints 
qe 1 d'Ù 1 d'Y ; 
CT NS TS 
Loi | 'rp" 
si (n)(n')}(n")... 


" " 
TDR ENTL eat 


En parüculier, pour le cas d’une seule variable, je poserai 


« 224 
RE) Pr he 
CR — 2 2 (ur +u+: = Depnin: - 





A 


et l’on aura de la sorte 


ne 20e “! Su: 1 Re 
Ce nt HR —2)(n 9)... 
ot 2 2.4 

HOT CCR t0n A)Cr 0) ns it 


23120 


ce qui montre déjà la simplification dont je parle. Ordonnant par 
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rapport aux puissances ascendantes, on obtiendra pour » pair 
mn 


COLE 


AE A ha 


na x? n(n—92)a?xt n(n—2)(n —4)aixs$ 
1421 AS AU LI 0 


= [| — 





et pour 7 impair 





(n—1)ax ne (n—1)(n—3)axi (nn = 3) Eb)us cn 
ne [LS ONE Po 020 Eat 


A ces formules J'ajouterai encore les relations 


U,;:1—azxl;, + an Uh-1=0, 





d'U, a}, 
+e ur 
Al Ce BUT dr 10 CT 
ax? 








Maintenant J'arrive aux polynomes à plusieurs variables. 


IV. 


Soit, en considérant pour plus de simplicité le cas de deux 
variables seulement, 


p(æ, Y)= ax?+ 2b0xy + cy?; 
nos polynomes seront définis par l'équation 


1 1 
Fe Q(X—h, y—h4) Mo rare N hi h' 


e CG } 


Das (m) (n) Un 
ou bien 


à D\h,h4) mn ht h! 
ehtax+by)+h,(bx+cy) — £? à" 1 
ù m,n* 
æad(m)(n) 
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On trouvera ainsi, en faisant, pour abréger, 


ax + by =, bx+cy—=n, 
les valeurs 


ÜU,o = 1; U3o—= £3 — 3aëË, 

Uio= 6; Uri Ën — 206 — an, 
Un = 1; Ui,2 = Ën? — 2bn—cé, 
Uro= 6? — a, Us = Una Sc; 
Uri; U,o—= Et — Gaët?+ 3 a?, 
Une", SAR 0 2 NT 


Généralement, soit 


n(n — 2} Le Re n(n—i)(n—2,(n—3) 


ia )e mr 
n ( ? ) 2 2.4 


2 Es 
da? mnt — ,.., 


\ > 4 A . WA 
c’est-à-dire l'expression même de U,, quand on y aura mis = au 


lieu de +; on aura 


Dr Roue a) F;(n, GC) mnb Dorente. a) Fr(1,; C) 
THIECTEANOR EU 
PRE PS art. etr,c) 
mn(m—i)(n—1i)(m—2)(n 


—— 2 ; 
12NS ) ga Fn-3(6, à) Fh-3(n,c) 


ekx+hy —e 20 Ÿ a Vnn 
Æm(m)(n) 
d’où l’on voit que leur expression coïncidera avec la précédente en 
mettant + et y au lieu de & et n, et en remplaçant @, b, c par les 


; Le CRE DLL ET ; ; 
coefficients de la forme adjointe Sr divisés par le détermi- 
nant à — ac — b?. Cela posé, on obtiendra aisément les relations 


ÜUn+i,n — EU: + am Ün1,n + On U »,n-1 10 
Urnet Tran) US FT bmU pin + en Uni —= O0, 


et celles-ci À 


dU nn 


dU mn À. 
de GE 


da 


= m Un nm Dan 
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d’où se tirent les deux équations linéaires du second ordre aux 
différences paruelles 


Ur ŒU;».n —- dUr 
# de? dé dn de 


Ur LUm,n dU,n L. 
NET CNT | 


+ b 


HE MUÜm»h,n 07 


Je joindrai aussi à la relation fondamentale 


1 
+ © —+ 00 — 3 Play) 
€ Un V,q dx dy — O, 
— 0 * — © 


les suivantes 


+ wo 1 
AS (x, y) 
2 
3 (S Un Vp,g di O, 
— © 


sous la condition m > p, et 


+ © 1 
—=®O(x,y) 
freres 
co 


en supposant nr > q. On en déduit aisément 


st co 7 HG) ATE 0 Î e Ur HD) do 


G(x) et 3(y) étant les polynomes entiers en x et y des degrés m —1 
et 1 — 1, à coefficients arbitraires. Voici la conséquence qu’on en 


déduit. 


V. 


Jédistquenl'équauona0” ;—10, considérée par rapport à æ, 
admet au moins 7 racines réelles, quel que soit y, et envisagée 
par rapport à y, À racines réelles quel que soit æ. Employant en 
effet la belle méthode donnée par Legendre dans les £xercices de 
Calcul intégral pour les fonctions X,, je supposerai £ racines 
réelles, 


TL = Li, La, see Li, 
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é étant moindre que m; et en faisant pour un instant 


f(æe)=(x—m)(x —a)..(æ—i), 


Ur, rex) ED 


je prendrai Ü(x)= f(x), ce qui donne l'égalité 


—+ © —loix,y) 
ÿ. er PAPA B UC AUTANT 


On en conclut que le polynome F(x) change de signe au moins 
une fois entre — æ et +, sans quoi l'intégrale ayant tous ses 
éléments positifs ne pourrait s’évanouir, de sorte qu’on peut ajouter 
une nouvelle racine réelle aux précédentes, et poursuivre ainsi 
jusqu’à ce qu’on soit amené à la limite du degré de 0(x). Cela 
donne par conséquent m racines réelles pour x, et en opérant sur y 
on trouverait de même le résultat annoncé. Mais on peut aller plus 
loin et établir que l'équation ÜU»h,n = 0, considérée par rapport à x 
ou y, a toujours toutes ses racines réelles. 

Remontant à cet effet à la définition même de nos fonctions, 
savoir 
Te mn 


dx ay d 


1 
— — (x, y) 
2) — + 
e { min (— 1) n 


je remarque qu'on a pour M —O 


1 
1 no PE) 
ro lt AE dre ? 
TUE Ce EE re ae 
de sorte qu'on peut écrire 
3 (x, y) 
1 + ee À, 
at me ge 2 i 
e UT —=(— 1)" dm e 0,72 
Pr — dim 


Or on a, d'après l'expression générale précédemment donnée, 
Uon= Fr(n,c), 


et, en vertu de la liaison remarquée entre F, et les fonctions U, à 
une seule variable, nous sommes déjà assurés que l'équation 
Üs,n — 0 admet 7 racines réelles par rapport à n—bx+cy, et 
par conséquent par rapport à æ quel que soit y. Le facteur expo- 
nentiel étant toujours positif, on en conclut que la dérivée 


H. -— II. 20 
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1 
me (x, y) 
des Un 
dx 


Mais, en raison de ce même facteur exponentel, l'expression 


a n —1 racines dans l'intervalle des précédentes. 


1 
—=®(x,7) à à 
: Uo,n S'annule pour z—— et x — +, d’où résulte 


nécessairement, dans la dérivée, deux nouvelles racines, l’une entre 
— æ et la plus petite racine de l'équation U, ,; = 0, l’autre entre la 
plus grande et + . Il est prouvé par là que la nouvelle équation 
UÜU, ,=0 admet n +1 racines; et, en continuant de proche en 
proche le même raisonnement, on établira l'existence de m+n 
racines réelles pour l’équation U,, , = ©, dont le degré est nm +n 
par rapport à æ. La même chose aura lieu évidemment à l’égard 
de y, et notre proposition se trouve ainsi démontrée. 


VI. 


Je terminerai par une remarque sur la valeur limite, lorsqu'on 
suppose 7 très grand, des termes du développement d’une fonction 


F(x) par la formule 


Fr) D ArUn 


où le coefficient À, est, comme on l’a dit précédemment, déterminé 


par la relation 


a x? 


I la TP —— 
À = fl CUCRU, Fr) de: 
1 RO0 EER"E EN 1 27.700 


et qui pourra servir à la recherche des conditions de convergence 
de ce développement. Suivant à cet effet la méthode donnée par 
Laplace dans la Connaissance des Temps, année 1825, et appli- 
quée par ce grand géomètre aux fonctions X, de Legendre, je 
représenterai l'intégrale de l'équation 

dU; dU 


[12 
a Fm) LAN 


par 
U,=psin(æyan)+ g cos(æ Van). 


4 


En substituant et égalant séparément à zéro les coefficients de 
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sin(xV/an) et cos(æy/an), on aura 


, _ (La), 


HE En À da: dx 
dq AIT ji dp 
RAS SE rm de? —as re) 


et par suite, en négligeant les termes divisés par y, 


| dp ag _ 
PME re nit CRC Nr porn et 


d’où 





Les constantes # et 8 se déterminent d’après la condition que U, 
É 

soit une fonction paire ou impaire de +, suivant que n est lui-même 

pair où impair, et en comparant au premier terme des développe- 


ments 


12 


me ee 2 
(— 1}? Us 1.3.5.n ra (1— — +...) 








. +1 di ; 2 
D) MURS Lin de je RE +. |. 


DS) 


On obtient ainsi pour n pair l'expression limite 


a x? “00 GE 


AnUn =1/<. e * cos (xyan) x 


cf e + F(æ)cos(xÿan) dx, 


SE 100 


et pour ñ impair 


2 


PAS S on 
AnUn=(/ 2e : sm(æVan)x = [ e * F(æ)sin(rÿan)dx. 


12 





En mettant dans les intégrales -— au lieu de x, on peut dire 


an 
encore que les termes du développement DA Ü, tendent de plus 


en plus à:se confondre avec ceux de la série 


VIA > - Lan cos(ry/an)+ US sin(æyan)|, 
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où l’on suppose 


I MSA x 
Ah =J ENT Co 707, 
es ER Van 
—+ co N 
I Cr 2 : 
Dre "h A Ce à sinæ dr. 
LR A van 





Ces expressions en série au moyen du polynome U,, d'après une 
observation importante faite par M. Bienaymé à l’occasion d’un 
Mémoire de M. Tchébichef[ Sur les fractions continues (Journal. 
de M. Liouville, année 1858)], appartiennent à cette catégorie très 
étendue de développements qui donnent des formules d’interpola- 
on par la méthode des moindres carrés. Je remarquera enfin que 
la quantité U, s'offre dans la théorie de la chaleur et à été déjà 
considérée par M. Sturm dans son beau Mémoire sur une classe 
d'équations aux différences partielles (*). Si l’on désigne par « 
la température d’une barre non homogène, de petite épaisseur, 
placée dans un milieu d’une température constante, on a, comme 


on sait, l'équation 





Considérant le cas où, pour æ—£, t—7, la foncüon w s’annule 
avec ses n — 1 premières dérivées par rapport à x, M. Sturm donne 


l'expression suivante 








kt\n 
u(E+xr, s—t)=A(+) (P+e), 
us \e) . 
où le polynome P, en faisant 
kt 
TXT — Z nr 
s 
a pour valeur 
g2n g2n-—2 g?n—k g?2'—6 . 
(2n) (27 —2) 1.2(27 — 4) 1.2.3(27 —6) 


Or, on a ainsi précisément la fonction U», en supposant 


222(2n) 


; nn: 
la constante & égale re 





(1) Voir Journal de Liouville, t. I, p. 373. 


—— 2 


EXTRAIT 


D'UNE 


LETTRE DE M. HERMITE À M. BORCHARDT. 





Journal de Crelle, t. 64, 1865, p. 294. 


« Partant de ce résultat si beau de Jacobi, savoir 


I dn(æ?— 1)" 
KT — ES a — 
EDR on dx! 


J'ai considéré des polynomes à deux variables 


dn(x?+ y? — 1)? 
dat dy$ 


2 


sous la condition & + $ = n, ou plus généralement 


d'(ax?+<2bxy + cy?— 1) 
dx* dy8 


2 


en imitant exactement comme vous voyez le mode de généralisation 


pour passer des séries elliptiques > e"*+#"® aux séries abéliennes 
ÿ enx+ny+am+2bmn+cn?, 


Je songeais en même temps à la modification correspondante à 


(!) Une exposition plus détaillée du sujet traité dans cette lettre se trouve dans 
les Comptes rendus de l’Académie des Sciences de Paris, année 1865, séances 
du 20 et 27 février, du 6 et 13 mars. Voir aussi HERMITE, Œuvres, t. II, p. 319. 
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apporter au radical V1 —2ax + a?, et c’est aux expressions sui- 
vantes 


Vi—2ax—92by + a? b?, 
Vi—2ax—92by+Aa+oBab+Ce?, 


que Je me suis arrêté tout d’abord. La grande importance du déve- 


ou 


loppement de la fraction appelait également mon 


1—2a7x + a? 
I 
Men be a eo 
j'ai un premier résultat à vous indiquer. 
» Soit en effet 


attention sur l'expression ; et c’est 1c1 que 


I 
LPS ee CR “ 
1—2ax—2by + a+ b? D BP Us, 8, 


U,.g sera un polynome entier en x et y du degré a + 6, et l’on 


[ fUas Usa dr dy = 0, 


l'intégrale étant prise entre les limites définies par la condition 


aura 


< 
ane 


sous la condition que la différence a+ $——0 ne soit pas nulle, 
Mais, en intégrant le produit de deux polynomes différents, on 
n'obtient plus zéro, s'ils sont du même degré. Pour rétablir l’ana- 
logie avec les fonctions d’une variable ayant pour origine le déve- 


men = “ebqui sembleuciss rdre, j’ai 3 
loppement Geo EX semble ic1 se perdre, j'ai pensé 


à déduire des polynomes U, 8 d'un même degré, d’autres en même 
nombre qui en dépendent linéairement, auxquels je donne la déno- 
mination V,,8, de manière à avoir 


Î f Uas Vis de dy =, 


toutes les fois que les deux indices 4 et 6, + et à ne seront pas 
simultanément égaux. Ce sont précisément ces polynomes qui 
m'ont donné la généralisation des fonctions de Legendre que je 
recherchais, mais il est nécessaire pour cela de sortir de l'expression 
‘1—2ax—9207y + a? + b? qui a servi de point de départ. 
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Considérant la forme ternaire en à, b, c 
c'+oacx +2bcy + a+ b?, 
j'observe qu’elle a pour forme adjointe 
(c—ax—by}—(a?+b?)(x?+ y?—:); 
or en y faisant pour simplifier ce — 1, c’est le radical 


dont le développement donne naissance aux polynomes V,,8, et, si 


l’on fait 





Mar — by} (ar br) ge A 1) = dax BV, à, 
7) Y Ps 


on aura ce nouveau résultat : 
» Soit 


x+b—=n, Frrae Pro mure nil E 


les polynomes V, 8 seront exprimés de cette manière : 
poly a, 8 P 


No d'(x2 + y? — gl 


Va g= — 
af ER UT dx* dy8 


et l’on obtient l’analogie aussi complète que possible avec les fonc- 
uons de Legendre. Opérant donc comme le fait Jacobi (Journal 
de Crelle, t. 2), au moyen d’intégrations par parties successives, 
Je trouve quelle que soit la fonction F(x, y) 


PES Re ND 
dx* _ dedf 


fe SCIN7L dr F(æ. ») 2 DE n 
—=(— 1) IS due dyi (X?+ y 1) dr dy, 


entre les limites 
æ2+ yi£1. 


ff Vas Vre da dy =10; 


si les degrés a + $ et y +0 ne sont pas les mêmes, comme cela 
devait être en effet d’après la dépendance des polynomes Va 
SE Us. 


La propriété caractéristique des fonctions V, 8 consiste en ce 


J’en conclus que 
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que l’équation 

Vag= 0, 
si l’on fait abstraction du faeteur x ou y, suivant que à ou $ est 
impair, représente une courbe fermée, la distance d’un quelconque 
de ses points à l’origine étant moindre que l'unité, de sorte qu’elle 
est comprise dans l’intérieur du cercle 


LP y? — 1: 


D'après l'égalité fondamentale 


J [Vas Vre LAVE 0, 


Lant qu’on n’a pas à la fois 4 = y et $ — à, on voit que, dans l’inté- 
rieur de ce cercle x? + 3? 1, toute fonction F(x, y) pourra être 
développée de ces deux manières 


F(z,y7)=d'AUSR  F(27)=D EVaf 


qu'il semble impossible de ne pas considérer en même temps. J'ai 
déjà trouvé un fait semblable d’un double mode de développement 
en m'occupant des polynomes tirés des dérivées de la fonction 
et#+2bx7+c5 (Comptes rendus, 1864) (1). 


» Les intégrales suivantes qu’on obtient facilement, 


ie fi dx dy 
J {—oax—o5by +at+b?)(i—2ax—2by + a+ 0?) 
T 


; ADO: 
arc tan = 
LOAD 0 CRE Tr RE 


cr En 


G{—oax—02by+a?+<b?)[(i—-ax—-by}—(a+b?)(x+ y2— 1)" 


| 


T ! ' 
nm le Ce Ds 


GE YET, 
suffisent pour établir les points essentiels de la théorie des fonc- 


ons U et V; je donnerai plus tard dans les Comptes rendus 
quelques autres détails. » 


Paris, 27 janvier 1865. 


(1) Voir aussi HERMITE, Œuvres, t. Il, p. 293. 


SUR DEUX INTÉGRALES DOUBLES. 


Annales scientifiques de l'Ecole Normale supérieure, 
+ Le # = 
1ésuric, t. LI, (1805, p.49. 


Une question relative à un certain mode de développement en 
série des fonctions de plusieurs variables repose sur la détermina- 
uon de l'intégrale multiple 


CNP TRES 


où les quantités P et P’ ont pour expression 
P=i—o2ax — 2by —...— olu+at+bt+...+ 0, 


P'=i-oax—20"y —...—-alu+at+bi+... +0, 


et l’intégrauion devant être étendue à toutes les valeurs des 
variables x, y, ..., u, qui satisfont à la condition 
L'HUVEEC EU SI 


En posant 
Q — 





— lu} (a+ b+...+ Bai pitt W—r), 


la même question exige aussi la détermination de l’intégrale 


FE JPIPES dx dy...du 
P'yQ 


entre les mêmes limites que la précédente. Me bornant au cas de 
deux variables seulement, et en employant les méthodes élémen- 
taires, Je vais développer le calcul par lequel on obtient leurs va- 


leurs. 
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Soit, pour abréger, 
r? = a? + b?, 


r'2= a'?+ b?; 
j'introduirai comme auxiliaire un angle 0 défini par les égalités 


aa + bb’ ba'— ab’ 
—— = cosb, —— = sinb, 
Tr fn 


et je ferai un premier changement de variable, savoir 


+ b: bE — 
het pe au. D a met A, 


par lequel l'intégrale À prendra cette forme plus simple 


A '— ll Lee , 
J J G—-orE+r?)[i1— or (E cos +nsinm0)+r"?|] 


Les limites d’ailleurs seront déterminées comme précédemment | 
par la condition 


A 


de sorte que l'intégration par rapport à n devra s'effectuer depuis 

NT * es nn e 
h—=— Vi £2 jusqu'à A = + V1 — E?, On trouve ainsi pour 
résultat 


I I 1— 27 (E cos0 —ÿ/1— E2 sin8)+ 7’2 


log 


En D ee Mo) RTS £ 
1ÉDTe NL SUN t—2r/(Ecos0 +yi—Etsinô)+ r"? 
et c’est cette expression qu'il reste à intégrer de Ê=—1 à ê=+1. 
En posant 


HOME 
6 — COS, 


on obtüendra pour À la valeur suivante 


ve in D RE MIEL E EU sin ® PA an lcos(p+0)+ 7"? 
” 2r'siné En 1—927Cos9 + r? ATEN cos(p—6)+ 7? 


ou plutôt, en multipliant et divisant par r!, 
IUT T RME ar 2e 1. Us r Sin NT Se QU A Re Re 
Free 1—92rcosp+r? 1—2r cos(g—0)+7r'?2 


Cette intégrale définie se trouve aisément, comme on va voir. 
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Je supposerai expressément que r et r’ sont tous deux moindres 
que l’unité, de manière à pouvoir faire usage de ces développe- 
ments : | 

r siny 


———— = rsing +7?sin2v + 78 sin3v +... 
1—27.C0S%-EIr2 j 


_ =log[i—2r cos(p+0)+r?] 


19 13 
= r'cos(o + 0)+ — cos2(9 + 0)+ T- cos 3(e + 0)+... 


_ =log[i—2r cos(æ—6)+7r?] 
r'? jte 
= r'cos(p — 0)+ acer Te OC NEA 


On conclut des deux derniers 


ent NEO QUE VUS 
4 © 1—o2rcos(o —6)+ 7"? 
, D , Fee , 
= r'sin® sin0 + TL sin2@sin20 + —-sinipsins0 +..., 


de sorte que l’on est amené à intégrer entre zéro etrle produit de 
deux séries 
(rsino + r?sin2v + rè sin3® +...) 


+19 r'3 


XK (r sin Sin + — sin2v sin29 + 7 sin? sin 30 +...) 
9 4 


PA 


Or, en vertu des relations, 


0 


do SIN? ND — —» 
0 . 


on obtient ainsi, pour la valeur de À, ce développement 


T . rèr'2. rèr'8 . 
A = po (er sin + nd 








et, d’après les formules connues, on en conclut immédiatement 


T I 1— rr'e-0v-1 
lo 


lon à 
NT NE Eee 
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Observant enfin que l'on peut écrire successivement 


1— rr'e-0v-1 1— rr'(cosô—y—1 sin8) 
10 —— = 108 ——— ——————— .. 
tn Gi 1— rr'(cos8 +ÿ—1 sin) 
nr) Gi 6 
. rr sin VE 


| 1— 77 COSÔ 
+] 0 5 7) 
8 rr” sin 0 HE 

ÿ—1 


— log [— ad 
_ ba do ‘en 


ea 00! 


on arrive définitivement à ce résultat très simple 


ba! — ab’ 


À AL t 
AC ADO 
Ga bh 


ba'— ab! 


Je considère en second lieu l'intégrale B, savoir 


= fl dx dy É 


G—oax—02by+at+b?)[(i—ax—by}— (a+ b?)(x2+y2—1)} 


elle devient d’abord, par la substitution linéaire, 


GED" b' l 
PE tm Ne Pr ne OU 
7 7 
= ff ER — 
Go Er?) r cos 0Ë — 7 sin On )2—(E2+ n?—1)r2]? 


ce qui conduit à intégrer, en premier lieu, par rapport à la va- 
riable n. Il convient, à cet effet, d'employer des logarithmes ima- 
ginaires, en se servant de la formule 


= = À DB CE OR 
VAR TES ONE 5 n +VAz+02Br+C); 


et en remarquant que les valeurs limites de n donnent + r?=—1, 
la racine carrée placée sous le signe logarithmique pourra 
s’extraire et deviendra simplement 


1— r COS0Ë — r sin0n. 
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Quelques réductions faciles à voir donneront pour résultat de 
cette intégration, par rapport à n, entre les limites n ——4/1—E?, 


n—=+ Vi £6, la quantité 


I I RU VENTE) 
(2.7 CCR COS AV ar HR Ne remit 
et il s’agit de l'intégrer par rapport à & entre les limites Ë = —:1, 


VX 


= + I. 
Je ferai comme précédemment 


E = cosy, 


ce qui donnera, après avoir multiplié et divisé par r’, l'intégrale 


définie 


Gne Q { 
1 r'sin® I 1— 7 CosBe-p"—1 
DE 0 RS SR re rm UN éme 


el, en admettant toujours la supposition déjà faite de r et 7" 
moindres que l’unité, je ferai usage des développements 


r'sinvy 


—————;, = r'sinp+r?sin2o +7r8sinio +..., 
1H 7ACOSCEETRE Ë 


I | FRA LOI SRE" 

 —— — O REUTERS EE DE ESS —— à 

2V—1 1— r cos epv—1 
r? cos? 0 r8 cos$ 0 


= 7 COS sing + ——sin29 + SIN3p+.... 


3 
Maintenant, si l’on intègre entre les limites zéro et x le produit 
des seconds membres, on trouvera immédiatement 


T 
BU ne Lrr CosÔ + 


(rr' cos0 }? (rr' cos 6 }3 
Le RE 2 le 
TTC OS 2 


3 


c'est-à-dire 


Be il a ) 
Ur icos Dm Arricos Mac + bb SN are pb: 


C’est le résultat que je me proposais d'établir; je me borne en 
ce moment à remarquer que les constantes a, b, a’, b' n’y entrent 
que par les produits aa! et bb', de sorte que l’intégrale ne change 
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a b 
pas en y remplaçant à et a’ par 25 a't, et b et b' par EL b'u. Rela- 


üvement à À, il est possible seulement de changer « et b; d’une 


! ! 


. [A [ 3 a 4 4 r a. 
part, en at, bi ametoPuerautre;ten > 3 Ce sont ces propriétés 


qui servent de point de départ à l'extension aux fonctions de plu- 
sieurs variables de la théorie des fonctions X, de Legendre. 


SUR 


QUELQUES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE 


DE FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES, 





Comptes rendus de l’Académie des Seiences, 1. LX, 1865 (I), 
DD O0 MON MOMeLI OI. 





Les recherches que j'ai eu l'honneur de communiquer à l’Aca- 
démie sur les dérivées des divers ordres de l’expression 


NE es) 


où w(x, y, 3, ...) représente une forme quadratique définie et 

positive, et dont se tire un mode de développement en série de 

fonctions de plusieurs variables (t), m'ont amené à faire une étude 

attentive des fonctions X, de Legendre, comme offrant l’exemple 

le plus important et le type des propriétés que j'ai remarquées dans 
l P J q 

les polynomes Ü, »,»",.… définis par l’équation 


PAL RO LIT 
TR ULATEE 


e-pr—h, yÿ—h, 32h, ...) — p—g(x, 7,2, ...) SEC NE LU ERR 
D ncitan 


ME LICN D 000 

J'ai été ainsi conduit à une généralisation sous un nouveau point 
de vue de ces fonctions X,, je veux dire à un système de poly- 
nomes d’un nombre quelconque de variables ayant une même ori- 
gine que ceux de Legendre, ce qui n'avait pas lieu pour les quan- 
tités Un n',»",…, et à l'égard desquels on retrouvera la plupart des 





(1) Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. LVITT, séances du 11 jan- 
vier et du 8 février. Voir aussi HERMITE, Œuvres, t. II, p. 293. 
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propositions de l’illustre géomètre, et même l’analogue du beau 
théorème de Jacobi, savoir : 


I dr(æ?— 1}? 
1220.08 dx" 


= 


Ce système de polynomes, et un autre qui s’y Joint immédiate- 
ment, conduisent à des développements de fonctions de plusieurs 
variables, +, y, z, ..., dans l’étendue limitée par la condition 


a+ yi+ 22+...S1, 


ou plu s généralement 


DÜmENSINRITIET, 


le premier membre de l'inégalité étant une forme quadratique 
définie et positive. La méthode si féconde et si connue depuis 
Fourier, consistant à déterminer les coefficients par l'intégration 
après avoir multiplié la fonction par un facteur convenable, s’ap- 
plique encore dans ces nouvelles circonstances, mais avec une 
modification qui semble caractéristique pour les fonctions de 
plusieurs variables. L'intérêt de ces nouveaux développements, 
d’ailleurs, consiste surtout en ce que les variables ÿ sont traitées 
simultanément, de sorte qu'ils ne résultent pas, comme le plus 
souvent, de l’application répétée du même procédé sur chacune 
des quantités æ, y, z, ..., successivement considérée comme 
variable unique. Enfin on peut présumer que ces polynomes donne- 
ront la solution de questions de minimum ou d’interpolation du 
genre de celles qu’a traitées M. Tchébichef, et cette étude a été 
amenée, Je dois le dire, par diverses questions que m'a posées plu- 
sieurs fois sur ce sujet notre savant confrère. 


L'expression 
I—2aT + af, 


qui donne naissance aux fonctions de Legendre et aux formules 
trigonométriques pour la multiplication des arcs, d’après ces rela- 
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tions, 
nr 
((—oax+ a) ? DK 


sinf(n +i)arccosr 
dire ENORME ER EEE ) ] 


I — x? 


se prête au mode de généralisation découvert par Gôüpel et M. Ro- 
senhain pour passer des séries elliptiques de Jacobi aux fonctions 
abéliennes d’un nombre quelconque de variables. En comparant 
en eflet ces deux expressions 


Ÿ ein(2nx+m°w) 
) | Q 
> > ein(2mx+2ny+gmitihmntg' n°) 


on est amené naturellement à l’étendre de cette manière 
1—2ax—2by + ga +2hab + g'b?, 
OMDIEN AVEC INaRAaDIe NT eu 
AT TT RTS ROME SE D 


o(a,b,c,...,k) étant un polynome homogène et du second degré 
en a, b, ..., k. Mettant, avec une indéterminée de plus, sous 
forme homogène, ° ‘ 


RON TER DIRES KE oO (EDR), 


nous considérerons également sa forme adjointe ou contrevariant 
quadratique qu’on obtient aisément comme il suit. Soient 


MU, 00.400) 


la forme adjointe de &, À son invariant, en faisant, pour abréger, 
I d\ di d 
x CA DIRE " (5 Da +... + 7) 


on trouvera pour résultat 
LA = (a ER ÉD De [dx 7, u)—K&]; 


Tels sont les éléments algébriques qui serviront de point de départ 
à nos recherches; nous nous bornerons toutefois à deux variables 
H. — II. “ 21 
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et au cas le plus simple où l’on suppose 


p(a, b)—= a+ 07, 


ce qui conduit aux quantités 
1—2ax—2by + a?+ b?, 


G—ax—by} —(a?+ b?)(x?+ y?—31) 
=i1—-2ar—20by+a(i1—y?)+2abxy + b?(1— x?),. 


Cela posé, les fonctions dont nous allons étudier les développe- 
ments sont les suivantes que nous réunissons en deux groupes, 


Savoir : 
(i—2ax—2by+a?+b?)-1, 


[1—2ax—2by+a(i—7y?)+2abzy + b?(1— x?)] 


1% 


et en second lieu 
ec 
({—2ax—0%by+a+b?) ?, 


1 
G—2— y?}[i—-oax —20y+a(i—y?)+o2abxy + b(1— x2)]-1. 


Leur analogie avec les fonctions d’une variable, qu’elles com- 
prennent comme cas parliculier en supposant b = 0 et y — 0, se 
rapporte donc à la fois aux polynomes de Legendre, et aux for- 
mules pour la multiplication des arcs dans la théorie des fonctions 


% 


circulaires. 
IL. 
Soit en premier heu 


(1—0ax — 20Y + a? + b?)-1 = D'anEnV nn. 


On reconnaîtra immédiatement que V, est un polynome entier 
en æ et y, du degré m + n, mais ayant z”*y* pour seul et unique 
terme de ce degré. On aura par exemple 


Vo I, 
NIET, 
Von 27, 


Va 0 — 4X°— 1, 
VE — 8XY;, 


L 
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€L 


Vos=87—47, 

Vio = 16%—12%2+ 1, 

Vs = 6423 y —24%7, 

D OO GVe 1207 12Y 0, 
Vis= 64%y— 24%7, 

Vos = 16ÿ#— 127247, 


Re Te sé eee see lee sl ee té ete ‘à 


Réciproquement on pourra exprimer xz”y" en fonction linéaire de 
Vh,n et des polynomes du degré moindre, de sorte que la formule 


= 
> AnnVmin 


représentera, en déterminant convenablement les constantes, tout 
polynome entier en x et y. Voici maintenant leur propriété fonda- 
mentale. 

Considérons l’intégrale double 





A f fdrdyh-rar—by+e+ bi oaa ab years y, 


les variables étant limitées par la condition 
CE EEE 


Un calcul, pour lequel je renvoie aux Annales de l’École Nor- 
male supérieure (année 1865) (!}, conduit à la valeur 


ab'— ba! 


A — D im Te 
he el 


T 
——— arc tang 
ab'— ba É 


On voit que cette expression ne change pas en y remplaçant a et b 
ff ! 


À : a ; à ; LR G 
par at et bt, a'et V' par —, —, de sorte que £ doit disparaître dans 


l'intégrale 


1 [ LE” D GUORIEENN er D GDS uen Vo, 


(') Voir aussi HERMITE, Œuvres, 1. II, p. 313. 
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Cela exige que l’on ait 


If dx dy Van Vu,v 0; 


entre les limites 


2 < 
a? + YA, 


lorsque les degrés m + n et u + y sont différents. Cette proposi- 


ion met sur la voie d’un développement tel que D: Am,n Vm,r pour 


toute fonction F(x, y), les variables étant assujetties à la condition 
x? + y?£1. Elle ne suffit pas toutefois pour la détermination des 
coefficients, et c’est en ce moment qu'il est nécessaire de consi- 


dérer la seconde fonction dont nous avons parlé, à savoir 


= 


[i—oax—92by+a(i—7?)+2bxy+b(1—x?)] ?. 


LIL. 


Désignons par Uh x les polynomes entiers en x et y, du degré 


m + n, ayant pour origine le développement 


ak 
2 


[I—oax—2by+a(1—7y')+a2abzxy +b(1—2?)] =D amp, 


et dont voici les premiers 


Us,o —= Ï, 
Uio dl 
Uo,1 SE 


Ur = (Ga+y— P), 
Ur nr 


U, + = = (372+ æ?— 1), 


= 
| 


Re ‘ ; 
_ AO 3ÆY?— 3%), 


F: 
I 


3 
2, AS af 
SP es ; 
2 — PAM ar ST 


Urs = = (ri + 3X2Y — 39), 


L'intégrale double, prise comme précédemment entre les limitcs 
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x? + y?£1, savoir 


B IC dy(i—2a'x—2b'y +a?+0?)1 
x[i—oax —92by+a(1—y?)+2abxy + br an lee, 
va nous donner leur propriété fondamentale. On trouve en effet 
= Re ar : ; 
ua'+ bb" °1— aa — bb 


valeur qui ne change pas en y remplaçant a, b, a’, L', par at, bu, 


1 l 
a D À te 
UT Il en résulte qu’on a généralement 
[7A 


ff de dun Vus = 0, 


si les indices m et u, nr et y ne sont pas égaux en même temps; et, 
dans l’hypothèse contraire, on obtient 


T TUE TENTE PENTLE ENT 
dx dYN non Dr — RE ie 0e UT OP NS 7 DEC 
D ee DE REN771 


Nous pouvons donc déterminer maintenant par la méthode ordi- 
naire les coefficients du développement considéré plus haut, savoir 


Ê ; BE: 7)= D Ann Vin: 


on trouve ainsi 


T Heat Ds 5 MD ee AN 
IDE dy Her, PhÜune LT TC a D 1 


HU Se OA 1.2... 


l'intégrale étant prise entre les limites 3? + y?£<1; et c’est dans 
l'obligation d'introduire le facteur U»,» différent de Vh», que 
consiste d’une manière générale, nous pensons, à l'égard des fonc- 
üons de plusieurs variables, la modification caractéristique dont 
nous avons parlé en commençant. On pourrait également poser 


F(x, 5 ee » Bh,n Un: 


mais c’est au premier développement que nous nous attachons de 
préférence, la nature du polynome U,» , permettant de reconnaître 
immédiatement que la valeur de À, ,, tend vers zéro quand met n 
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augmentent. Cela résulte effectivement, comme nous le verrons, 
de l’expression suivante 


I dni+n (æ? sé y? er j2+n 
OPTION Ut D'HIEN dæ'" dy" 


? 


que nous allons établir. 


EVE 


a série donné r Lacrange pour la résolution équation 
L d e par Lag pour | lution de l t 


3=æx—+af(z), 
c'est-à-dire 


p(z)= g(æ)+ Ef(z)g(æ) 


a? df2(r)o (x aæ d?'f3(xz)\v'{(x) 
GENE AEEN )< RE HEAR) 5 +... 
1.2 dx 11000 dx? 


peut être présentée sous une autre forme qu'il est nécessaire d’éta- 
blir pour l’objet que nous avons en vue. Supposons d’abord +=, 
a = 1, je l’écrirai de cette manière 


e(2)= e(0)+ LC) esse | EE | Le 
104 1 dz 1 


ou encore 


Z d F2 a 
ÉCOLOS 
0 20 


1-2 dz 
en remplaçant ©'(3) par ©(3). Maintenant faisons 


ftz)=F(x+az), 
o(z)= Dr +az), 


ce qui donnera évidemment 


{ Pr +az) dz 
0 L] 


av dFAx)P(Tr) a? d'F3(x)D(r) 
— EF P : EU Res EE FUEL 4 
one F0 dx Er: tes dx? 








ON 0 0 
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En différentiant par rapport à x, on en conclura 


EE ne) 
a (7 Er 2) 


r dF(x)®(æx) pe d'F?(x) (x) at 


dx 1.2 dx? Fe 


eten simplifiant 


dz 
(i+aR)aæ+as) 


a dF(x)®D(x) ” a? d? LAPRIGE, Pre 
6e 182 dx? 


Mais, l'équation en 3 étant maintenant 


z—F(x+az)=0, 


on en tire 
dz I 


DH A ———  —— 
dx GR TEE 2) 


de sorte qu’en posant 


f(3)= z—F(x+az), 
il viendra en dernier lieu 


P(r+az) = 


a dF(x)b(x) a? d?'F?(æ)(x) 
(a) DE an Se ER SÉ 0600 


1.2 dx? 


Sous cette forme nouvelle, on peut appliquer à la série de 
Lagrange le procédé qu'on emploie dans les éléments pour étendre 
aux fonctions de plusieurs variables la série de Taylor 


her À 
F(r+h)=F(x)+ mi Pur a. 


Ainsi on fera d’abord x = 0, a — 1, se servant de ce cas parti- 
culier pour y introduire, au lieu de F(z3) et D(z), les fonctions 


F(x+az,y+bz), D(x+ az, y +bz), 


et l’on parviendra à ce développement où l’on a mis, pour abréger, 
F et ® dans le second membre au lieu de F(x,y), B(x,y), 
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SaAVOIr : 
P(rx+az,y +bz) dF a? d'F? 
——_——— @Û 2 ———— © Z=P+Q— + — ——— + 
$'(3) dx 120 APE 
, EP : d? F?® 
dy dx dy 
+ b?2 d'F?# 
1 DNA Fe 
5 noc 
ou bien 
P(r+az,y + dbz) ab dri+n EF m+n 
$'(z) = D UNI Den RTE / 


l’équation en 3 étant 
F(z)=3  F(r+az, y +bz)—0. 


Cette conséquence de la formule de Lagrange donne le théorème 
que nous avions en vue d'établir; supposant en effet 


F(x,y)=2+y?—1, DÉFIS, 


LR DER ; ; 
et remplaçant à et b par 0e l'équation devient 


On en uüre 


we 


$'(z)=[1—24ax — 207 +a(i1— y?)+2abxy + b?(1— x2?)|?, 


el, par suite, 


gi 

[i—2ax—2by+a?(1—y?)+2abxy + b(1—x?)] ? 
an bn dm+n(x?+ V2— 1)7+n 

= > RTE UP not dæ'r dy | 


Voici ce qui résulte de cette expression pour les polynomes Us». 


V. 


En premier lieu, on a comme pour V,, , la relation 
1 ) 


ff a dy Uyn,n Uy,v = O0, 
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avec la condition 
æ?+ yY?£1, 


quand m + n n’est pas égal à 1 + v. Nous le déduirons de la for- 


mule suivante 








dn dx) 7, dn-1p  dF dr? d?F dr-3 
fre er dx ro dent de der? | de das 
TA dr-1F , dr F(x) 
+(— 1) ‘ee ne 0 rl der LOL ICE PE dr 
qui donne 
di p(x) à du F(x) 
‘ FX) EE de =(— 1) Un (Er) de, 


en supposant que & et b annulent P(x) etises rl premières 
dérivées. Considérons, en effet, l’intégrale double 


d+n( x? MR en 
RÉLAC 


avec la condition 


et commençons par rapport à la variable y l'intégration qui devra 


être faite entre les limites —/1—x?, +4/1— x?. On aura 


+ V1 — x? dni+n ire 2e. ‘ D 1)2+ 7 


dy F 
ER Hi (æ, s°} dx" dy" 


PA RENE m(x? 2__p}7+ 
OS D 
vi É 


2 


de sorte qu’on peut écrire 


dm+n(2?+ y2—jy\ritr 
NE dE, D nee A L 


diEF dm a? + 2— jp) 
=(—iy [ f de CE Ce open x dy = | . 


Opérant en second lieu sur la variable x, comme on l’a fait 


sur y, On aura 


dm+n x? + 2— jh) 
Mimet 1e 


m+n K 
=(— 107 ff à dx dy d per ir (x? + y? 22 1e, 
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et la proposition annoncée s'ensuit en prenant 
F(x, y)= Uuv 


et supposant L+Y<{Mm+n, ce qui annule évidemment le second 
membre. Il en résulte, comme on le montre aisément, que le poly- 
nome U» x est une fonction linéaire des divers polynomes V y4n.0; 
PRE In ets CE CHENE 

Considérons en second lieu le terme général du développement 
de la fonction quelconque F(x, y) sous la forme 


Lier: F) = D An Vin 


SAVOIr : 


T HUM E OT UMECNITt 
SR M a Ann = fi fa dy F(x, Y)Umin: 


ENT EUN MOREL 


En appliquant la même formule au second membre, on en 
déduira 


T 
ME /ITEEA 


Re d'un te, arr re) : : : 
(ir | (aa LV — —— © © —© dan dyn (a+ yi— 1)ntn 


dnm+n KE 4 
ke = |. f da Vpn PTE (HET 7 


ce qui introduit sous les signes d'intégration les puissances d’un 


1392 .:M ne alu Ayp,n 


facteur moindre que l’unité, et qui sont d'autant plus petites que 
les indices m et nr sont plus grands. Comme on trouve aisément 
d'ailleurs 


1e 


LUS OR PE NES CE NE PERS 
fe ( N°) PTE TN 


, ; dm+nKF( 
on aura, si l’on appelle p,, , le maximum de l'expression PR RE 


dx" dy" 
sous la condition æ?+ 7?£1, cette limite supérieure fort simple 
de An, Savoir 


Omn,n 
.m + 712 DER" 


An, [12 Se 


© NL, 


En supposant donc que - 
DO TL 4) 


- ne dépasse jamais une 
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certaine constante kÆ, les termes du développement considéré 


S'Amn Vy.n ne dépasseront pas non plus ceux de la série suivante 


l - 
kY D /n+R \ Horus, 


représentant la fonction 
k(i—92ax—by+a?+b?})-1, 


dans l'hypothèse 


@ 
2 
(Rp 
Î 
D l = 


Il 
2) 


Mais d’autres propriétés du polynome U,, vont encore nous 
montrer, et indépendamment de la transformation précédente, 
que la valeur de À», diminue quand les indices augmentent. 


NME 


On sait que la fonction X, de Legendre reste, quel que soit », 
numériquement moindre que l’unité lorsqu'on fait varier x de — 1 
à +1, et que l’équation X, — o admet entre ces mêmes limites 
n racines réelles et inégales. Par conséquent, dans l'intégrale 


Anti 


JÎ PÉr)NS dr, 


ol 


F(x) se trouve multiphié par un facteur qui change n7 +1 fois de 
signe entre les limites et sans dépasser l’unité. Or, aux infiniment 
petits près du second ordre, une fonction prend des valeurs égales et 
de signes contraires avant et après son passage par zéro, la fonction 
F(x) variant alors infiniment peu, on voit.que le facteur X, à 
pour effet d'amener dans le voisinage de ses racines des éléments 
de l’intégrale infiniment peu différents et de signes contraires, 
d’où résulte que l'intégrale diminue de valeur quand le nombre 
de ces racines augmente. Des considérations semblables s’ap- 
pliquent à l'intégrale double 


Î | a dy PC, D) 
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dont les limites sont déterminées par la condition 
LS Y2ET, 


et reposent sur-les propriétés suivantes du polynome U,, ». 
Supposons que les variables x et y représentent des coordonnées 
rectangulaires, la courbe donnée par l’équation U»,, = 0, abstrac- 
tion faite du facteur æ ou y, suivant les cas, sera toute comprise 
dans l’intérieur du cercle x?+y?—1; de plus, elle sera ren- 





contrée en m points par une parallèle à l’axe des abscisses, et 
en n points par une parallèle à l’axe des ordonnées. Ce sont les 
changements de signe du facteur U,, », résultant de ces intersec- 
Lions, qui amèneront dans les intégrations relatives à x ou à y les 
mêmes conséquences et la même conclusion que précédem- 
. ment TE 

Le premier point résulte d'une forme de développement de 
l'expression 

[i—2ax —2by+a(1—-7?)+2abxy + b?(1 — x)" ?, 

qui s’obtient de la manière suivante. Soit pour un instant 


I 
U = 


1—ax —by? 
elle pourra s’écrire ainsi 
2e 
u[i—(a?+b?)(xt+y?—;r)u?] ?, 


ce qui donnera la série 


+ = (a+ b2)(æ?+ y?—1)u3+ (a+ D} (a+ y?—i)us +... 


À ES PS RAS 4 rm 
He (a+ b)}r(xt+ y—i)rurrri +... 
0 AIG RAT 


2 


Faisant encore 
ax +by = 3, 


(!) Je dois faire remarquer toutefois une différence en ce qui concerne le 
maximum de U,, égal à l'unité lorsque l’un des indices est supposé nul, et dont 


l'expression générale est 


De à oO 8 1) m 2 ( n 2 
nr boiee so ur SE Mm+n 
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de manière à avoir 





==  , 
1.3 
et, par suite, 
du I du 1.2 d'u LÉ TT 
— — SRE Te Re Re) Dares == SRE CCE) es ms 
ds (i— 2} dz? (1— 3} dz' (1— 3)7#1 4 
ou bien 
Bi : Ce # u3 au n+1 
a — 712 = 2 U: NE = SO te L: 
2 u?, ue 1: ee BP 1 TORTL : 


en remplaçant les puissances de w par les dérivées, cette série 
deviendra 


1 "du: 1 
Lee (te D? ‘2 ani 
1.2 dz? A À J ) 
I 'URTe 
D a CG 0e 0 C 
Vo Hode EE }( Du) 


Cela posé, nous en déduirons l’ensemble homogène des termes 
de degré k en a et b, en développant, suivant les puissances de z 


Se 
[! 
— sa 
nn 


la quantité 


U — 





ainsi que ses dérivées 


du —.. du Jan? 
= dns = = Janus 
dz ; RES te ï 


Par là on obtiendra cette expression dont la loi est manifeste : 





ge SES (+ b)(x?+y?—1)236-2 
" K(kK—1)(k—2)(k—3) 1. CE DR CU UE Pre ue 
DT 54 


De sorte qu'en mettant au lieu de 3 sa valeur ax + by, on sera 
conduit à la relation suivante 


Ur ot db UE.  GOMTU; 1 0 Ur 


fé 
= (az +6y} + D = 3 = (a+ b2)(at+ pti) (az + by} 


AU DE) k5) 1 ik 


2 2 2 2 j}{ax + by }k-k + 
PRE Nr Dar D} (e+ y 1)?(ax + by) 
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Elle met immédiatement ce fait en évidence, que pour des va- 
leurs positives des coordonnées, rendant positive la fonction 
x?+y?—1, toutes les quantités Üzo, Ux_4,1, +, Us, rs Üo,x 
seront également positives. Or U,, », suivant ces quatre cas, savoir: 


NV —= OM TIV=NI] NV== 


| 
© 


m=æ=î 
(mod), 
n 


| 


ayant pour expression 
Far AN Er IT (2,01) Re ES 7 


ne pourra par conséquent jamais s’annuler, quel que soit le signe 
des coordonnées, abstraction faite du facteur æ ou y, qu'en sup- 
posant #2? + y? — 1 << 0, ce qui démontre notre proposition. 

Pour en donner un exemple, considérons la courbe U»h 4 = 0; 


on vérifiera aisément qu'elle est composée, suivant que m est pair 


nm — 1 été ; : : æ? 
DENT ellipses ay ant pour équations re + V*=1I1, 





. . nm 
ou impair, de ou 


où p est une des racines du polynome X>deLependre Ces racines 
étant moindres que l’unité, les diverses ellipses sont bien effectuive- 
ment comprises dans le cercle 


+ 


Démontrons en dernier lieu qu’une parallèle à l’axe des y, par 
exemple, rencontre en » points la courbe U,, » = 0, et remarquons 
à cet effet qu'on peul poser 

dr (x? + y? — p}n+n 


= 2 PIN 
dx" nie 112 1)2, 


en désignant par Z une fonction entière en x et y. Il en résultera 


| d'u(g?+ y?—1)1Z 
DOI It Ut dy" 


Lu = 





, 


et sous cette forme le théorème de Rolle suffit pour montrer que, 
par rapport à y, l'équation U,, , — 0 admet n racines réelles com- 
prises entre les limites — 4/1 —x?, +ÿ/1—x?. Notre courbe est 
donc effectivement rencontrée en » points par l’une quelconque 
des ordonnées du cercle z?+ y?= 1. 

La même démonstration s’appliquera d’ailleurs à une parallèle à 
l'axe des x. 
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NÈLTS 


Nous avons cherché à montrer, dans ce qui précède, l’analogie 
des polynomes à deux variables U,,, avec les fonctions de Le- 
gendre, et sous ce point de vue le fait le plus caractéristique s’est 
trouvé dans la relation 


[ dit (x2+ y? es 1)+n 
Ü un = PE 7) 0) UT CR 


RS RL GR en en — EL. ? 
POAUCARONS MOMENE dx" dy" 


si semblable à l'expression donnée par Jacobi, 


I di(æ?— 1)? 


12267. y* dx 
Maintenant nous devons considérer les fonctions ayant pour 
origine le développement des quantités 
Le 
(i—oax—2by+at+ b?) ?, 
n 
G— æ— y?)}?[1—2ax—2dby + a (i—y?)+o2abxy + b(1— x°)]r1, 

et que nous définirons ainsi 


rs 
| (i—2ax —20y +a?+ b?) ENTREE 


4 
(i— g— y?) [i—oax —20y + a?(1— 7?) 


+ 2abxy + b?(1— x?)]-1 == am b' On: 


L'équation suivante, que nous établirons bientôt, 
1 
, M+n+ - 
1.2...Mm+n (—i)#tt(m+<n+i1) dti x y?) 2 
RL AUD NE RER RUE ENS Be dx" dy" 


On,n = 





rapproche par la similitude de forme analytique ces fonctions de 
deux variables des expressions qui donnent le sinus du muluple 
d’un arc au moyen du cosinus de cet arc. C’est ce que rend mani- 
feste ce beau résultat dû encore à Jacobi, savoir : 

(—i)(n+i1) dr(i ru 


sin[(n +1)arceosæ]— EN CRETE DE 
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Nous aurons d’ailleurs pour ©» x et Om,n des propriétés entière- 
ment semblables aux précédentes, et, comme elles s’établissent de 
la même manière, 1l suffira d'indiquer rapidement les plus impor 


tantes. 


Voici en premier heu leurs valeurs dans les cas les plus simples 


Vo l; 

Co — D Æ, 

Vo,1 = 5 

3 

Vaio = —(5æ2— 1), 


; 19 , 
Vo,1 = A 


15 
Dot Le ni 2 
V1,2 ; (72) æ ), 
3 
Vo,3 — ee 
197 
Vins i7 TETE), 
; 105 
Van —— (32 y — xy), 


VERS (Gay DRE) 
; 105 
V1,3 = NO NE mb 
15 ; 
UE gti —147? +1), 


e en 1,5 + ne 8,0 0 aùe, ee ce 0. 078 le eee en 
1 


et en posant, pour abréger, 


Cire CET, 


Vo pa? + a?— 1), 
O3,0=40(22+xy?—ZT), 
OP TI NC), 


À 
AIRE) 


Oio= 4p(4xy?+ xi— >), 
D OR PE 
©, 5— pOIGT +12%2y2+ yh—r2%2—92y2 +1), 





D] » 
Dot 


Os,1= 200 (228Y + xyi— xy ), 
Va 2p(67+2722 y + Gyt—7a—7y+ 1), 
Oi,3= 200(2%Y3+ my — x ), 

Oo p(167* +122 y?+rt—127?— 272 +7), 


Cela posé, les intégrations étant toujours entre les limites déter- 


minées par la condition 


on aura 


ol [ dx dy Vn,n Vu,v 0 TRUE dx dy Om,n Oy.v= 0; 
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si les degrés 7» + n et u + y sont différents, et en outre, 


[fe dy Vn,n Vy,v = O, 


lorsque les indices m el, »r et y ne sont pas égaux à la fois. Dans 
le cas contraire, on obtient 


LM +2N +3 TROPI 


[ fa dy Vin,n Omn = T (: ne mes) TT TER Te 


Ce dernier point résulte de la considération d’une intégrale double 
analogue à celles qui ont été précédemment désignées par À et B, 
SAVOIr : 


3 1 
= | fard ax 20 y+at+ b2) 2(1— 22 — y2}? 
X{i—2ax—9oby+ua(i—7y?)+2abxy + b?(1—x2)]1. 


Nous allons en donner la détermination. 


VIIL. 


Soit, pour abréger, 


En posant 


et introduisant les quantités suivantes 


aa + bb' 20-00: : 
——— = cosb, ————— = sinb, 
FF Fr 


nous obtiendrons une transformée en & et n, que nous écrirons 


ainsi 
3. 1 
fe ff &dn (i—orE+ re) 2(1— 82 2)? 


X [(1— r cos DE — r sin0r }?— r2(E2+ n2— 1)}1, 


Ce résultat conduit à intégrer en premier lieu par rapport à n, 


H. — II. 22 
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c’est-à-dire à l'expression 
1 ; 
fat E2—— n2)2[(1— r cos 0Ë — rsinô0n)?— r?(E2+ n2—1)]"t, 
qu'on peul décomposer de cette manière 


ef daG—reosté—r sin On — ryE2+n—1) * 


air 


ee = f aGr cos 0Ë — r sin On + ryE2+ n° Fri 


En faisant 

n =Vi—EËcosv, 
on devra, d'après les limites de n, faire croître l’angle © de zéro 
à x, et, si l’on pose 


L—1— 7 cos06, 
M = r sin0 1 — E?, 
N= ryi—E, 


ces intégrales deviendront 


pue sing SÛEE 7 sin® do 
ET L—Mcoso—iNsng DUT À L—Mcoso +iNsing 


ce qui peut être évidemment réduit à l'intégrale unique 


BE sin ® do 
QT SO OL EMECOS Se UN Si nie 


Introduisant en dernier lieu la variable ef? — 3, nous serons con- 
duit à intégrer, le long d’un cercle ayant son centre à l’origine et 
son rayon égal à l’unité, la fraction rationnelle 


1 — 3°? 


22 De M CE UNS 0] \ 


dont il n’y a plus dès lors qu’à déterminer les résidus. 

À cet effet, nous supposerons 7 el 7’ moindres que l’unité, 
restriction permise, puisque l'intégrale doit être développée suivant 
les puissances ascendantes des quantités a, b, a!, b'. Sous cette 
condition, l'équation 


2Lz—M(z3+1)—N(z—1)=o 
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admet une racine inférieure à l’unité, car le premier membre 
prend pour 3 = 1 la valeur positive | 


2L—2M—92(1— 7 cos0Ë —rsin0ÿ1—E?), 
et pour z =—1 la valeur négative 
—yL—2M=—92(1— 7 cosût + rsin0yÿ1—E). 


Or, le résidu de la fraction proposée, relatif à cette racine, a pour 
expression 


1 1 — 7 COSÛË 
—_—_——— {sn + > À; 
r COS?20 1 — €? Vi 2rcos0é + r?cos20 


en l’ajoutant au résidu relatif à la racine 3 — 0, savoir : 


I 
SL LOST 
r(1— sind) 1— E€2 
on trouve l’intégrale de la fraction rauonnelle 
il (1— 2?) dz 
3[2Lz—M(z+r)—N(z2—1)] 


DT 1 — 7 cos 0Ë 
RE ET A — EE —_—__ _—— ? 
r cos?0 1 — E? Vi—or cost£ + r? cos?0 


et par conséquent 


BE sin de 
» hs Il 


QU ; — M cose — 1N sin® 





T 1— r COSOE : 
— r? cos? 0 ———— —— —— — ——_ —_ —_  — 2 
ARE ÿ1 —27 cosbE + r2 cos?0 
ce qui réduit l'intégrale double proposée à 


a 
T dl di 1— 7 cos ÜË 
= ————— "EL __] | 
r? cos?0 2 Ce 2 5 
Mie Aer) ÿi— 27 cosûË + 7? cos?0 


Maintenant le calcul s’achève par les procédés élémentaires, et l’on 
obtüent 


RS l I 1+yÿrr' cos 
Ge NE 
rr' cosÛ | 1— 77 cos 2/rr RATS re Vrr tés 0 
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de sorte qu'il vient en définitive, en remplaçant r7’cosû par sa 
valeur, 


SN PET ( l 1 CEE |. 


Van DONNER TA DOON 2Vaa + bb' Ge [ NE TENUIA 


et l’on en conclutimmédiatement la proposition énoncée sur l’inté- 


JE dx dY'V mn Ov 


prise entre les limites déterminées par la condition x? + y?£1. 


grale 


IX. 


Nous allons considérer maintenant le développement suivant les 
puissances ascendantes de «a et b de la fonction 


1 
(i—2— y?) [1 —2ax—2by+a(1—7y?) 
De 2abxy D b?(1— x?)]-1 = D'ambrO mn 


afin d'établir l'expression déjà donnée du polynome On: 
Soit à cet effet 


ch 1 
P=ax+ by (a+ b?)2(x2+ y2— 1}?, 


1 1 
Q — ax + by —(a?+ b2}}(x2+ y?—1)?; 


on voit aisément que l’on pourra écrire 


L 
(i— x y?}?[1—oax — 207 + a (1—7y?)+ 2abxy + b?(1— x?)]-1 
I 


= {Gi —P)i—(—Q) 1), 


2iVa?+ b? 
de sorte que l’ensemble homogène des termes de degré Æ dans ce 
développement sera 

PES Q#%+I 


ET À) 
aiVa?+ b? 


et voici comment on parvient à leur expression. 
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Revenons à la formule 


Pr +a a ee bz) an bn dm+n FE m+n 
(2) ED dx" dyn 


où 3 est une racine de l'équation 
É(z)= 3 — F(æ+az,y+bz)=0, 
en y changeant, comme plus haut, a et b en _ 2. Si l’on prend 
Fix, y)=2+y?—:1, 
P(x, 7)=(x?+ y? — 1), 
on retrouvera d’abord la même équation en 3, savoir : 


Gz?—Hz+K=—o, 


/ 


NE 


en faisant, pour abréger, 


G= a?+ b?, 

H=1-—-ax— 067, 

K = 22+y?— 71. 
Nous en tirerons 


3 — , 


AREA 
2 G 


de sorte qu'ayant évidemment 


TN 


Œ& Z 3 
b(r+ %, RENE 
\ D) 2 
on en conclura par un calcul facile 
a 3 bz 
b(r+%, +) be 
5e 5h 
S'(z) 


= 5 2 [00 ment] 


Mais, d’après les valeurs de G, H, K, cette expression est précisé- 


DOTE 
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ment 
cage t _. 
(me 
y 
a? + b? 


et l’ensemble homogène des termes de degré Æ en «& et b sera 
donné par le développement des puissances fractionnaires sous 


cette forme 
kr PA Qi 


RAS 
2.4.6...2k +2 Vars 


de sorte qu’en posant {= m<+n,ona 


1.3.9:..24 ENS OFEI 
2:46. ..2K +0 Va? + b? 
LC ot À us 


abn dmtn (22 + y? — 1) 
> Don 


He 22 le drap 


pi 


et, par conséquent, ce résultat auquel nous voulions parvenir, 


PÆ+1 — Qf+i VA2HInT+T2...n+m 


2iya?+ b? pp 10e 





1 
TER 


(mens 1)(— a) ambn dm+tn(i—22— y?) 
1.3.5...2(Mm+n)+i1 derdyr 


On entire, pour le coefficient de ab dans le développement de 
la fonction proposée, l'expression du polynome OU, qu'il s'agissait 
de démontrer, savoir : 


HSE ae Do à A Se 0 


Om,n = its F3 
mHEn+ à 
(m+n+i)(—intne dmrn(i 22 y?) 2 
1.3 5...2(Mm+n)+1 dan dy" 


En partant maintenant de cette expression et considérant le déve- 
loppement d’une fonction quelconque sous la forme 


Or: ÿ) — d'Anne 


on obtiendra évidemment à l'égard de l'intégrale 


NET F(æ, Y)Omn: 
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prise entre les limites 

a+ Y°£1, 
ainsi que sur les propriétés de la courbe Ü»,, — 0, les mêmes con- 
séquences que précédemment; je ne m'y arrêterat pas, pour 
abréger, et je terminerai par une dernière remarque sur les poly- 


nomes Ur et Vr,n: 
X. 


Lesdérivées des. divers ordres de l'exponentielle e=?(%;7:7:...), 
dans laquelle o(x, y, 3, ...) désigne une forme quadratique, con- 
duisent, comme on l’a vu, à un mode de développement d’une 
fonction quelconque, où les variables peuvent recevoir toutes les 
valeurs de — à +. Or, un pareil mode de développement 
peut être obtenu comme conséquence de ces formules 


= 
Per Y')—= D An Von = D Bu Ds 


et de celles où l’on emploie Ÿyn et Um,r, et en supposant x et y 
limités par la condition 
LE le 


Considérons en effet la substitution 


on en déduit 


d’où résulte que les nouvelles variables pourront s'étendre de — 
à + «, et l’on est amené par là à rechercher ce que deviennent en 
fonction de £ et n les polynomes Uh » et Vm,r. Si l’on fait 


IT 7 


r: NET 
U2% = Re (1 + e? va 2 n°) ; 


D mn Ÿ 4? 
2 


Vn,n = S nn (1 Se ce da 12) A: 





on voit tout d’abord que les quantités R» », Sm,r Sont rationnelles, 
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entières et du degré m + n en Ë et r; ainsi on aura 


I 
£ 3 [d) 
Rio =€; Riu = 5 (24 nn) 
=, 3 TT - 
Ro QE No CLR mt) 
RSR Der Ron 
PURES 2"? ; DE 5 n 3n ); 
I 
Re R,0 = a (BE — 2487 + 3}; 
{ 
Ro2—= = CP ee PR ce ete 6 ehols asso + +lerslete » 
So,o = 1; S3,0 = 4(E3— n?2£ — À), 
Sro = 2#, Sa = 4(5E62n —n— n). 
S9,1—= 27; Si, = 4(5n°2È — ES —E), 
DEN ne nm em PR Ut mt) 
Si1= 86m, PE Mes it TRE CNE Se 
Sp,2 = 3n?—E2—1, Mob OO oo oo no Er los oO OI Ga dci ot 


Mais, pour en reconnaître la nature, revenons aux équations de 
définition 


el 
[i—oar—2by+at(i—y?)+oabxy + b?(1—x?)] ? = Sd ambrUmn, 
(—2ax—920by + a+ by1= Sd 'anbrV. » 


En posant dans la première 


RULES ERP RU TER 
Vi+E+ mn Vi+E+ n? 
GERS Vue en; 


elle prendra cette forme 


Et 
D o0Ë— bn + at(Et+ 1) + aa8bn + Bree D'anprRyn: 


par conséquent, R»», comme on le reconnaît aisément, ne con- 
tient que le seul terme £”*r" du degré m+n; c’est la propriété 
caractéristique de V » qui a été transportée ainsi par le change- 
ment de variables au polynome U,, ». 


Ce 
ESS 
CG + 
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Faisons dans la seconde équation 


Ë ñ 
LC =), D 
Vi+E+ np Vie? 
VRAIS ENT OA AUR 


elle deviendra 


(1 ++ m)[1 +(È—a)+(n 2 62] =1 = cn pr Sn ,n (1+ E2 + n2)=Ur+n), 


et l’on en conclut cette expression qui nous rapproche de la forme 
analytique de U»h,», savoir : 


(++ 2 )+ +1 dnitn(r + e2 + n2)7! 


Sn n =(—1)}r+n 
: Kai RAA DES SET 0) den dn'” 


En posant 
m+n 


© fes : a 2 
On = Smn(i + + n°) ; 


on obtiendra semblablement 


se 


3 
EE 
he £2 
S = (—1)7+n CLÉS A VE “ RASE our M : 
Has PR CDS EEE dem dr" 


À l’aide de cette forme, en raisonnant comme je l’ai fait précé- 
demment, on établit que les équations 


Dr — O, Sm,n 10 


admettent toujours » racines réelles considérées par rapport à € 





et À» racines réelles par rapport à n. Sous la condition £ >> cot 


? 


nef 
l'équation Sy»,} — 0 a même toutes ses racines réelles par rapport 
à n (!). Mais je ne m'arrêterai pas à l'étude des polynomes R,, », 
Sm,n, ayant voulu seulement indiquer encore un exemple du genre 
d'expression donné par Jacobi aux fonctions de Legendre. C’est 
en 1826, dans le second volume du Journal de Crelle, que ce 
srand géomètre a établi la relation 

I AN RNCS 


SM TIRE dx" 


(*) Cette affirmation ne parait pas exacte, comme le montre le cas particulier 
den en = T7. ERP: 
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Mais bien avant, et dès 1815, un homme du mérite le plus distingué 
et dont la mémoire est restée chère à ses nombreux amis, M. Olinde 
Rodrigues, y était parvenu dans une thèse, Sur l'attraction des 
sphéroïdes, présentée à la Faculté des Sciences de Paris. Cette 
thèse contient encore la relation remarquable 


' dm-p(%2— D (æ? AR dn+p(x?— [)/2 


1.204 0) dx'i—p *: SNS P dxm+p 








>) 


donnée également par Jacobi dans le même Mémoire, et qui joue 
un rôle important dans la théorie des foncuons Ÿ,. A l’égard des 
polynomes U»h » la propriété analogue n’a pas une forme aussi 
simple. On l'obtiendrait en partant de l’équation suivante, facile à 








démontrer, 
I dnmHtn—p-—q ( TV —i)rt+a 
1.270 Jo 7 EC y TE 
(Ty — |} 9 dm+nr+p+( the L}72+n 
oi D Le PRO Er eEe 7 drirq dyrra é 


et remplaçant les quantités æ et y par æ + yV— 1, æ—yy—:1; 
mais ce changement de variables donnerait un résultat un peu 


compliqué, et je ne m'y arrêterai pas. 





SUR 


L'ÉQUATION DU CINQUIÈME DEGRÉ. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. LXI, 1865 (IT), p. 877, 
DONC LAIO 1 TENTE OIC D) 265, 157.045, 7100010 010.104, 1LGI 
ÉEVI210. 


La théorie des fonctions elliptiques conduit à deux méthodes 
puq | 

pour la résolution de l'équation du cinquième degré. La première 

a pour fondement la possibilité de ramener l'équation proposée à 


la réduite 


: D US 
LA EE, — 0 


V5 LV 





de l'équation modulaire relative à la transformation du cinquième 
ordre. Dans la seconde, qui est due à M. Kronecker (!), on prend 
pour point de départ certaines fonctions cycliques des racines dont 
les carrés ont seulement six valeurs, et que l’on représente par les 


quantités 
COS am 2 0) cos am 4 6 
COS am 4 w COS am2% 
5 ; RAR RE 7 Ko KE: K° : 
HiélantsucCessiVementes es, =. |) Ces fonctions 


SE VET 5 5 
on déduit ensuite rationnellement les racines elles-mêmes, qui 
s’obtiennent ainsi sous forme explicite à l’aide des mêmes quan- 
ütés. Ces deux méthodes ont été pour moi le sujet d’une longue 


() Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. XLVI, année 1858, et 
Journal de Crelle, t. 59, année 186r. F 
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étude, dont j'ai en ce moment l’honneur d'offrir à l’Académie les 
résultats. Je m’occuperai d’abord de la réduction à la forme trinome 
xÿ— x — a—0 de l'équation générale du cinquième degré, et, à 
cette occasion, de la recherche des conditions de réalité des racines 
sur laquelle M. Sylvester a publié récemment un de ses plus beaux 
Mémoires (!). J’essayerai ensuite d'approfondir la méthode de 
M. Kronecker et de la rapprocher de la précédente, en prenant 
pour base le travail remarquable et plein d'invention dans lequel 
M. Brioschi en a exposé les principes (?). Cette méthode permet, 
en effet, de ramener l’équation générale du cinquième degré à 
celle-ci 

(nm 242)(1+ 324342) 0e 


LS — 1028 + 457 — 4 LE 0, 
L 


qui est la réduite de l'équation 


he Te 1—1642£"2 5.928 
BH © 33 — 98 6 — O, 


AYE HR TER 





dont les racines sont les quantités 


Mon but principal sera d'effectuer complètement le calcul de la 
substitution qui donne ce résultat si important, et, comme les 


1 /Ccosam2u cos am 4 w \? 
COS am 4 &W COS am 24 


éléments algébriques invariants et covariants des formes du cin- 
quième degré servent de base à ce calcul, ainsi qu'à la réduction à 
la forme trinome, je rappellerai d’abord à cet égard les notions 
dont j'aurai à faire usage. 


Soit 
JR, 7)= 225 + 56xty +ioyzs y? 


RAOYET IV 5 By a 8 (LE Pr IEEE PAS 





(‘) On the real and imaginary roots of algebraical equations : a trilogy 
(Philosophical Transactions. Part LT, 1864). 

(*) Sul methodo di Kronecker per la risoluzione della equazione di quinto 
grado (Atti dell Instituto Lombardo, 1. I, 1858, p. 275). 
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la forme proposée et 
æ=mX+m'Y, 
TN TL Y 


une substitution S au déterminant un, propre à réduire le cova- 
riant quadratique 


(aB— 48 + 3% )x?+ (ax — 38 +oyy )xy +(a' Bb — 18 +32)? 
au monome ÿ/A.XY, où je pose, pour abréger, 
A = (a! — 3 08 + 2} — 4(aB'— 4 By'+ 342) (a'B OR 3y"2). 


Cette substitution n’est pas ainsi entièrement déterminée ; mais 
on sait qu'on en aura l’expression générale en la faisant suivre de 
toutes celles qui reproduisent VA.XY. Celles-ci comprennent 
d’abord la substitution propre 


XX, 
te ot 
et la substitution impropre 
Xi, 
Ne 
[6] 


mais cette dernière doit être rejetée, si l’on veut conserver le 
déterminant de la substitution S égal à + 1. Cela posé, soit pour 
un instant 


SAGLPCS JE MP TN CEENNOON S ECURIES. CAC LE 
de sorte que l’on ait 
el È k 
F (ux. LY) —(aw,  bwe;cu, cu 10%; a wTe)(X, Y }. 
J’achèverai de définir entièrement la substitution en détermi- 
nant wi par la, condition Cw—cluwit;! cela. fait, Je” prendrai 
CA Fe I T 4 . LA 4 
E (ux, 2Y) pour transformée canonique de la forme générale du 
œ 
cinquième degré, et en posant, pour abréger, 


awÿ=X, bwi=pu, cw—=yk#, c'ot=ÿk, bou, a'w5i=, 
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je la désignerai par f(X, Ÿ), de sorte que l’on aura 
SONT EUR VAI DCE 


Il est aisé de voir qu’on obtiendra la même forme canonique 
pour toutes les transformées déduites de la proposée f(x, y) par 
une substitution quelconque Y au déterminant un; car 1l suffira 
d'effectuer dans cette forme la substitution inverse È7! qui ramènera 
à la proposée, et puis de la faire suivre de S, pour retrouver 
S(X, Y), le déterminant de la substitution composée Z7!S étant 
d’ailleurs égal à l'unité. Il suit de là que les coefficients de la forme 
canonique sont des invariants de la forme proposée, et 1l importe 
d'étudier avec soin ces coefficients. 


IE 


Je dis, en premier lieu, qu'ils peuvent s'exprimer en fonction 
des trois quantités N— 9, pu'= h et k. Effectivement le cova- 


riant quadratique de #(X, Y) étant devenu ÿ/A. XY, on a les deux 
relations 
Àu— 4uVk+3k—o, 


Nu—qauyk+3k= 0, 
d’où l’on re ces deux équations du second degré 
36Y/4512—[h(g —164)2— 9k2(g +164)]À +368 V5 = 0, 
12432 (9 42H16 hk — gh)p +12hÿ45 = 0. 
En les résolvant et posant, pour abréger, 
A=(9#?+16hk£ — gh)}?— 24h43, 

où aura un premier système de solutions, savoir 

72V RSR = h(g—16k4) — 9k2(g +164) +(g —164)VA, 

24 Vip = 942+16hKk— gh—VA, 


et le second s’en déduira en changeant à la fois le signe de VA dans 
ces deux formules. Mais, d’après le produit des racines des équa- 
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uons en À et 4, ce second système pourra aussi se représenter par 


oO h is 
=; —, c'est-à-dire par d et p/, de sorte que l’on aura 
À M 


72VkSN = h(g —164)— ok2(g +16k)—(g —164)VA, 
24 VA u'— 0424 16hk— gh + VA. 


Voici donc, comme on l’a annoncé, les coefficients de la forme 


canonique 
HR VE EU, À) CC 


exprimés en 2, k, k, et l’on va voir que ces quantités s'expriment 
elles-mêmes par les invariants de la forme proposée. 


IL. 


Je rappellerai d’abord cette proposition : que, o(x,y)eto,(x,y) 
désignant deux covariants d’une forme f, si l'on pose 


GT V)= Lo GPA EE, MH AY LE ay yY, 
d’où 


BY, D) = Aa Aya a I I We Er) ao PY, 





l'expression 
(x = Cote DEEE 100 Senrce 
J Mir V dxv-1 dy 
d'ei d'gi 
SFR ER EE, LT 
AA ANVE LE MÉG Name pie dy 


sera encore un covariant de f, et je dirai suivant l’usage qu'il a 
été obtenu en opérant avec o(x,Y) sur ©, (æ, y). Cela résulte de 


ce qu’en faisant 


p(mX+mY,nX+nY\) 
= AyXV+ A IXVIY +...+ Asp, XYV-1+ A, YY= D{X, Y) 


LE 
m(mX+mY,nX+nY)= D(X,Y), 


l'expression semblable obtenue en opérant avec P(X, Y) sur 
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D,(X, Ÿ)}, savoir : 


d\, d'®, +) d'®,; $, d'®p, 
AY ART a a NIET dXV=1 dY adY +, .+(— [) A; AX dYvi PTE +(— 1) A0 PLTI , 
sera 


V(mX+<mY,nX+nY)(mn — mn", 


où l’exposant y, du déterminant de la substitution est le degré de 
w,(x, y). Je ferai usage de cette proposition en prenant pour 
D,(X, Y) et P(X, Ÿ) la transformée canonique de la forme du 
cinquième degré et son covariant quadratique, de sorte que l’on ait 


P(X,Y)=YAXY, B(X, Y)= F(X, Y). 


On obtiendra ainsi, sous sa forme canonique, un premier covariant 
du troisième degré (!) 


æ$ — 7 : 
VE Se 20YA(p, VE, VA, e )CX, VO 
et, en opérant avec le carré de ®(X, Ÿ), ce covariant linéaire 


dif 
A ax? dY? = 120 A(VÆX AN 


Enfin on sait que le déterminant 


——— = —— ms —— 


est aussi un Covariant, car on à 
(mn'—mn)4(mX+<mY,naX+nY)= = ee — = —: 


Faisant donc 
P(X, Y)=YAXY, 


et prenant successivement pour ®, les deux covariants auxquels on 
vient de parvenir, savoir : 

(1) VA, VA, VE, p')(X, Y}, 

(IL) ACVAX +VEY), 





(') IH faudrait mettre le signe — devant le second membre. E. P. 
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© 
Qt 
[eË) 


on obtuendra les suivants (t) 


(HE) A(3p, VE, —VÆ, —3p)(X, Y}, 
(IV) AVA(VEX —VEKY), 


qui sont encore du troisième et du premier degré en X et Y. Main- 
tenant on voit qu’en opérant avec (1) sur (IT), on est conduit à un 
: + TT. > 2 72 ES ! su mes 3 à 
invariant du huitième degré (?), VA (uu'— À) : jele désignera par B. 
En opérant avec (11) sur (IV ), on trouve un invariant du douzième 
degré (*), VAS, que je représentera par C. On a d’ailleurs 

UV 3 Ua + 2 —= VA : 
de sorte qu'ayant posé 

PET HHREUTS 

on peut déterminer g, Let Æ au moyen de l’invariant du quatrième 


degré À, et de ceux du huitième et du douzième degré, que l’on 
vient de définir, par ces relations 


B C 
, fe 


VAS VA 





Z 3h + 2K—VA, h — k = 


d’où l’on re 
PT ares BH, 
VAS VAS 
Enfin j'observerai qu’en opérant sur (1) avec le cube du cova- 
riant linéaire (IT), on obtient un invariant du dix-huitième degré, 
ayant pour forme canonique A7 VA (u — u'). Je le désignera 
par K, en posant (‘) 


K=12VAT VAS (up), 


et, d’après les valeurs précédemment données de & et uw en fonc- 


(:) Les expressions (III) et (IV) devraient ètre précédées du signe —. 


1 DES 

(?) Un coefficient numérique 36 serait à rétablir devant l'expression qui suit. 
EP. 
(3) Un coefficient numérique 2 serait à rétablir devant l'expression ÿA5X. 
BMP: 

(“) Le coefficient numérique 12 serait à remplacer par 6 devant l’expression 
de l’invariant K. HP: 


H. — II. 23 
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tion de g, h, k, on voit que 


CE re 


et, par conséquent, 


K?2= ATA = AT[(9k?2+16hAk— gh)?— 242h43]. 


Oril vient, en remplaçant 2, , k par les valeurs ci-dessus, 
—(A2+3B)2AB2+02(A2+3B)(A2—12B)BC-+(A2—72B)AC?—48 C3; 


de sorte que K? est une fonction entière des invariants À, B, C. 
Une dernière et importante proposition nous reste à établir pour 
terminer ce sujet, c’est que tout invariant, quel qu'il soit, peut être 
exprimé en fonction entière de À, B, C et K. 


IVe 


e 


En désignant un invariant quelconque, fonction entière des coeffi- 
5 q JUE; 
cients delaforme ducinquièemedebree# == 0007 
par 
I = 8(a, b, Ÿ> je É2 cn); 
je remarque d’abord que, la transformée canonique 


=, VA VE p',X)(X Y} 


ayant été déduite de f par une substitution au déterminant un, on 
a également 


| — e(À, be, Vk, V£. 4 Le): 


et l’on en conclut, d’après les expressions des coefficients À, x, 
données précédemment, 


P+QVA 


= Jen 


2 


en désignant par P et Q des fonctions entières en g, h, k. Mais 
distinguons entre les invariants directs et les invariants gauches, 
et pour cela considérons la transformée déduite de la forme cano- 


nique par la substitution impropre 


DA PE 
VX, 
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SA VOIT : 
sp it D VA, VA, Fe À) (Xr, Yi}. 


Ses à os 
On remarque qu’elle ne diffère de $ que par le signe de YA, de 
sorte que l’expression du même invariant I relative à 5, sera 


PO VA 
LE TEEN 


Nous aurons donc, selon qu'il s'agira d’un invariant direct ou d’un 
invariant gauche, 
P+QVA  P—QVA 
Jen “hi Jen ? 
ou bien 
DÉROVNMUE OV A 
PT ET TIR a ST Lien 
Ainsi, dans le premier cas, Q — 0 et, dans le second, P — 0. 
J'ajoute que le dénominateur £* disparaït dans Pune et l’autre de 
ces expressions, qui prendront dès lors les formes plus simples P 
et QU'A. On va voir, en eflet, que, d’après la nature même de la 
fonction ©, aucune de ces quantités ne peut devenir infinie pour 
K=—0:;\ car, quel que soit w, on peut poser 


e(i,u, V£, VE u',l')= 8 (ui, pes, kw, Vrw-t, os, l'w-5); 


et, en prenant w A. nous allons reconnaître que dans ce cas 
le second membre est nécessairement fini. C’est ce qui résulte 
immédiatement des expressions - 


2 VASÀ = h(g —16k)2— 94k2(g +16k)+(g —164) VA, 
24 Vu 9K2+16hk— gh—VA, 


nt 


qui donnent, en supposant # — 0, 
2Vk5h=02gh, 
24 VAE =—2gh. 

Ces deux quantités étant limitées, on voit qu’il en est de même de 
C1 hi 


NO S—= —2— et HAUTES — , 
Àtwÿ POE 





on serait d’ailleurs parvenu à la même conclusion, si l’on eût pris 


un autre signe pour le radical 4/A dans les expressions générales 
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de À et HW, car on aurait opéré de même en supposant © — Fe 
7 
considérant \ et x au lieu de À et a. 

Ce qui vient d’être établi fournit une première donnée sur 
l'expression d’un invariant quelconque des formes du cinquième 
degré, au moyen de ceux qui ont été définis précédemment et 
nommés À, B, CG, K. Ayant en effet 


A3 E vu Ç 
D HARCERS n-AB+C PE (ke ñ wi K 


a — A =— ———, 
VA: VAS VAS VAT 





on voit l’invariant du dix-huitième ordre figurer comme facteur 
dans lPexpression générale Q YA des invariants gauches, tandis que 
A, B, C se présentent seuls dans les invariants directs. Mais, pour 
parvenir à notre conclusion, exprimons en À, B, C, K les coeffi- 
cients de la forme canonique. En posant, pour abréger, 
das à ABC: = — A2[(3B + A2)(C AB) 
— 30 AC(C + AB) — 9AC2— 90 B?2C|], 


M=C?+ ABC — — A?(3B?+,AC + A?B), 
24 


DER ee BIEN OUR. 


on trouvera 


À C5 = 


L 
VAS 


Ge LE MUR p' V0 = DR re 








VEN NVC5 = -—— + L'VA, 





on a d’ailleurs 





D'après cela, je fais la substitution 


— TVA+ Y = TVR 
\ 


QE = 
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dont le déterminant est numérique; elle donnera le résultat 


suivant 


RON CD ER O0) DATES (A) 2e 3 Cu MIN AS TEU 
ro[À+ V+u+u— AVE] YA TE UE + 10O[ÀA—}'—(u—u)] VA—IT:U3 
AR ENS Cut MOUV INA ETUEE [AN 15 QUE u')]V ASS Ui, 


ou bien, d’après les valeurs de À, 4, N, u/, 


2VC-5(L + 5MC +10C3)T$—10ÿC-5(L'+ 3M'C)AT4U 
+o0oyC5(L+MC—20C3)A-1TSU2— 20/C-5(L'— M'C)T2U: 
HIOVOE DS MORE CEA TUE 0/0 (15 MIC)YAZTU* 


Cette transformée pourra servir, absolument comme la forme cano- 
P ) 
nique, à donner l'expression générale des invariants de la forme 
du cinquième degré, qui seront des fonctions entières de ses coef- 
| are, q 
ficients. Or, on observe que A, dans les termes en T3 U?, TU", U>, 
disparaît comme dénominateur; d’après les valeurs de L, M, L’, M, 
on obtient effectivement 
(L-+ MC— 2C3)A-1 
T 
= 2BC?+  A[(3B + A2}(C+ AB) 
/ 
— 30 AC(C + AB)— 9AC?2— 90B2C| 


_ — AC(3B°+ AC + A?B), 
4 


(L—3MCG+2C3)A— 
= —[(3B + A2} (C + AB)— 30 AC(C + AB)— 9AC2— 90B?C] 
/ 


sk SC(B°+ ACER 
| KA?+3B) 


m6 
72 


MIO 


Tous ces coefficients sont ainsi des expressions entières en A, 
B, C, K, ayant pour diviseur C5, et par conséquent un invariant 
quelconque sera une fonction entière des mêmes quantités divisée 
par une puissance de GC. Mais les considérations précédentes ayant 
déjà conduit aux expressions P et QYA, entières en 2, k, k, on 
voit que ce dénominateur, représenté par une puissance de C, dis- 
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paraîtra nécessairement comme facteur commun. C’est le résultat 
que je m'étais proposé d'établir et qui autorise à regarder À, B, 
C, K comme invariants fondamentaux, puisque tous les autres, 
quels qu’ils soient, en sont des fonctions rationnelles et entières. 
M'arrêtant à ce point dans la théorie algébrique des formes du 
cinquième degré, je reviens à mon objet principal en établissant 
la proposition suivante, qui sert de fondement à ma méthode, et 
qui montrera comment les invariants s’introduisent à titre d’élé- 
ments analytiques et jouent Le principal rôle dans la résolution de 
l'équation du cinquième degré. 


V. 


Sotent f(x,y)une forme de degré quelconque net o(x,y)un 
de ses covariants de degré n—2 en x et y; je dis que les coefi- 
crents de la transformée en z de l’équation f(x, 1)—=0o, obtenue 
en posant 


sont tous des invariants de f(x, y). 


Avant d'exposer la démonstration. je rappellerai que l’on nomme 


covariant de 
HCRNTI ENG ND CEE AE 


tout polynome o(x, y; a, b, c, ...) dont les coefficients sont fonc- 
uons entières de a, b, c, ... et tel qu’en posant 


f{mX+m\,nX+nY)=(A,B,C, ...)(X, Y}r 
on ait 
E(X, Y; A,B,C,...)=(mn— m'n)oe(mX+m\,nX+nY;a,b,c,.……). 
On voit qu’en faisant, pour abréger, 


F(X,Y)=f(mX+mY,nX+n'Y) 
el 
P(X, Y)=v(X, Y; A;B;C..), 


le polynome est déduit de F absolument comme + de f. 
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Cela posé, je considère les deux équations homogènes 


HEC) = 0, 


CIRE. _ 
mi ZT 0: 


qui donnent celles de l'énoncé pour y = 1, et d’où l’on déduit 
aisément celles-ci 


| TE +æro(r, Y)=0, 
(1) HS 

df fitss 
D nr T0: 





sur lesquelles Je vais raisonner. Si l’on y remplace les coefficients 


a, b, C, ... par ceux de la transformée A, B, GC, ..., elles devien- 
dront 
dF : 
| 2% + XP(X, Y)= 0, 
(2) 
3 ii VLD OX 0 
dX TR) DE ) 


et 1l s’agit de comparer le résultat de l'élimination de x et y entre 
les équations (1) avec celui de l’élimination de X et Ÿ entre les 
équations (2). J’observe à cet effet que l’on peut introduire x et y 
au lieu de X et Ÿ en posant 


æ=m\Â+m'Y\, Yy=nX+n'Y, 

d’où | : 
AR a NUS COUR ni df 
xR dr dy, A eddy) 


rs 


de cette manière les équations (2), en y remplaçant ®(X, Y) par 
(mn'— m'n)'o(x, y), deviennent 


z(m Fi +n SE) + XGmn'— m'a} g(e, y)= 0 
df ' ! i _. 
2 (m SE rt D) Ymn — mnjio(x, Y)=0. 


Or, en multipliant la première par », la seconde par »/ et retran- 
chant, 1l viendra 


z(mn'— m'n) L —(aX+nY)(mn—mn)o(x,y)=0, 


La] 
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ou évidemment 


on 


Dre — y(mn'— m'njito(x, y)=o. 


De même, en multipliant la première par m, la seconde par », 
et retranchant, on obtient 


LA 


QUE + æ(mn'— m'n}-lo(x,y)= 0. 


Ce sont donc précisément les équations (1) qui se trouvent repro- 
duites, en y multüpliant (x, y) par (mn!'— nn)! ou rempla- 


æ 


cant z par —, etil va être ainsi prouvé que les coeffi- 


cients de la transformée sont bien des invariants de f(x, y). En 
effet, cette équation en 3 sera, d’après un théorème connu, privée 
de son second terme, et, si l’on désigne par D le discriminant, elle 
aura cette forme 


À, B, ..., À étant des fonctions entières de à, b, c, ..… Mainte- 
Z 


—————, elle deviendra 
(mn —mn)"! 


nant, si l’on remplace 3 par 


#2 


zt+(mn—m'n})i2 zn—? 


(es 


e. 


, TR 
+(mn'— m'n)i-3 D 30-38, ,.,+(mn — m'n)ri-n D = 


d’où l’on voit que, par le changement de a, b, c, ... en À, B, CG, ..., 
: A 5$ R , 

les coefficients D°D°°°” pb par conséquent, À, 3. ARE 

reproduisent multipliés par une puissance du déterminant de la 

substitution, et sont bien des invariants. 


VI. 


Ce qui précède ne peut être appliqué aux formes eubiques et 
biquadratiques, qui n’ont pas de covariants linéaires ni de cova- 


+ 
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riants quadratiques, mais plus tard on établira, pour toutes les 
formes de degré n égal ou supérieur à cénq, l'existence de divers 
systèmes de ñ — 1 covariants du degré 7 — 2. Désignant par 


(TV) Pa(T, JO +.., Pa1(r, 7) 
l’un de ces systèmes, et posant 
D(T, Y)= (ST, V)+tapa(r, Vj+...Hir 10» 18, Yh 
2Cæ, 1) 


TUNER 


arbitraires £,, {2, ..., {n_1, comme formule générale de transfor- 


j'introduirai l'expression : qui contient 7 —1 quantités 


mation à l'égard de l'équation f(x, 1) — 0 de degré quelconque 
supérieur au quatrième. On va voir ainsi disparaître en quelque 
sorte les coefficients de cette équation, pour faire place aux inva- 
riants qui prendront le caractère d’éléments analytiques dans les 
plus importantes questions de la théorie des équations algébriques. 
En effet, les quantités À, 33, ..., R deviendront des fonctions 
homogènes de 4, £:, ..., {y_1, du deuxième, du troisième et enfin 
du ni" degré, dont les coefficients seront des invariants de la 
forme f(x, y); et, pour montrer immédiatement comment intervient 
leur propriété caractéristique, en prenant, par exemple, À, je vais 
déterminer le degré de ces coefficients dans les divers termes t?, 
RUES 

Nommons indice d’un invariant ou d’un covariant o(x, y) l’ex- 
posant #, qui figure dans l'équation de définition - 


PUR AGE ICE 
=(mn—m'n)oe(mX+mY,nX+nY;a,b,c,...), 


et soient Li, Lo, -.., ên_1 les indices des covariants w,(x, y), 
Eee RSS On (x, y) qui entrent dans la formule générale de 
transformation. D’après la démonstration donnée ($ V), le chan- 
sement de a, b,c,...en À, B, CG, ..., dans l’équation en z, revient 
a remplacer £i, 62»... partent nn), l(mn—min)al).……, 
et il en résulte immédiatement que l'indice du coefficient d’un 
terme quelconque {,t8 dans À sera ty + 8 — 2. Mais ce coefficient 
a pour diviseur le discriminant dont l'indice est n(n — 1); par con- 
séquent l'indice du numérateur sera la somme &,+ 18 —2 + nr — 1) 
et son degré en a, b, c, ... le double de cette quantité divisé par n, 


D) 
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2(tax+1B—2) 


c’est-à-dire : + 2(n —1). En introduisant le degré dx 


0 
du covariant 6,(x+, y) en a, b, c, ..., au lieu de l’indice &,, d’après 
là relation 24,= nÔ4— n + 2, cette formule se simplifie et devient 
da + d8+2n — 4. On trouvera pour la forme cubique 3, abso- 
lument de même, que le degré du coefficient de £,tgty est 
da + d8+0y+3n—6. Ce sont ces fonctions À et 33 qui jouent le 
principal rôle dans la réduction à la forme trinome de l’équation 
du cinquième degré, car cette réduction dépend de la résolution 
des équations À — 0, B — o. Et ici le point qui m’a semblé le plus 
essentiel et m'a le plus préoccupé consiste à vérifier la première en 
exprimant £;, {», ls, L, en fonction linéaire de deux indéterminées. 
La méthode à laquelle j'ai été amené repose en entier sur le choix 
des quatre covariants du troisième degré qui entrent dans la formule 
de transformation, et voici comment on les obtient. 


VII. 


Üne remarque facile à établir, et dont j'ai fait usage ailleurs (1), 
me servira de point de départ. Elle consiste en ce que les coefficients 
des termes en & et n, dans le développement de l’expression 


d d 
o a (Een D Er +ng), 


où w(x, y) et w,(x, y) sont deux covariants d’une forme quel- 
conque f(x, y), sont encore des covariants de la même forme. En 
supposant (x, y) du second degré et w,(x, y) du troisième, on 
voit ainsi un premier covariant cubique donner naissance à trois 
autres, et les éléments de la formule de transformation 


Jx(æ, 1) 


LA 
29 


semblent s'offrir d'eux-mêmes, en partant du covariant quadratique 


0) CE 
+(au— 3BB' + 2yy )zy +(a'B — 4By+3y?)y? 


(') Voir HERMITE, Œuvres, t. III, p. 308. 
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et du covariant du troisième degré obtenu au paragraphe HT, en 
opérant avec ©(x, y) sur la forme proposée f(x, y). Désignons, 
pour les introduire dans l'expression (1), par B(X, Y)etD,(X, Y), 
les transformées canoniques de (x, y) et v,(x, y); on aura 

æ (X, Y)—VAXY, 
PEN VACUX3 + VANNES VEXY: Eu Y3), 


et l’on pourra remplacer 


loue, ré de 
ea (tr — 1 SJ +17) 
par 
P(E—nVAIX, (E+nvA)Y] 


Posant donc 


PlG — nVA)X, (E + a VA) Y] 
—— £3 Pi(X, Y)—3£2n P,(X, Y)+ 3 En? P;(X, Y)— n°? P,(X, Vus 


voici, sous forme canonique, les expressions des covariants que 
nous sommes tout d'abord amenés à prendre pour v,(x, y), 
Det.) A SANOIT.: 
Pi(X, Y)= VA (uX3+ 3Y/ÆAX2Y + 3YÆXY2+ p'Y3), 
D EN A NN RAT UN 
Pa(X, Y)=VAS(UX3— VEX2Y — VEXYI+E LYS), 
=D, (X. Y)— ATCUXS BA XV ES ANYA UTVS). 
Le premier est du troisième degré par rapport aux coefficients de 
la forme proposée, ou, si l’on veut, du troisième ordre (!), et a reçu 
de M. Sylvester la dénomination de canonisant. Sous cette forme 
de déterminant, savoir 


dE re 
Y TM É 
4 (x, y)=3 ; . ! ? 
Le CRIS 
ne et Lt Ja? FA A] | 


il sert de base au mémorable travail de l’illustre analyste sur les 


(!) Pour abréger, je désignerai désormais, sous le nom d’ordre, le degré des 
covariants ou invariants de f(x, y) par rapport aux coeflicients de cette forme. 
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conditions de réalité des racines de l’équation du cinquième degré. 
Je me bornerai à observer, à son égard, que toute forme cubique 

. . ’ 
(a, b, L', a')(x, y}? admettant pour covariant l'expression 


(203— 3abb'+ a'a?, b2b'+ aba'— 2ab”?, 
— bb — ab'a + aa b?, —2b3+3a bb'— aa?)(x, y}, 


on entire un nouveau covariant du troisième degré et du neuvième 
ordre d,(x,7), dont je désignerai la forme canonique par W,(X, Y), 
de sorte que l’on aura 
WANT VAS (2VR— 3uk + u'p2)X3 

+ 3VA5C VA + HUE auk)X2Y 

—_3VAC VE EX uuVk—ouk)XY? 

VAS AVES 'k + uu'2) Vs. 
Le second covariant o2(T, Ms qui est du cinquième ordre, donne 


lieu à une observation importante. Lorsque la proposée f(x, y) 
admet un facteur linéaire au carré, il contient ce facteur à la pre- 


- RS A7 VUE 
mière puissance, absolument comme les dérivées a ay; VOICI la 
démonstration de cette propriété. 


Désignant par 5 et + deux constantes arbitraires, j’observerai 
qu'en prenant pour les coefficients À, 4, ..., de la forme canonique 


FC p, VE, VE d,N)CX Y}, 
les valeurs suivantes 
À —=(60 — 5t)oi, 
LE = (30 + 27T)Tot*, 
(1) VE = T0. 
HE = (37 + 29)ot#, 
| À'—(6T— 50)", 


qui donnent id entiquement 


Âu—4uv£+3k=0, Àiu —4uyk L3K=0, 
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elle devient 


f — (oX+rY} 
X[(6s—5T)o3, (47 — 3o)to?, (49 — 3T)o7?, (6t — 55)T73](X, Y )s. 
On a donc ainsi, dans le cas d’une racine double, l'expression 


générale de la forme canonique et, par suite, de tous ses cova- 
riants. En particulier, on obtient 


AP 00 — == A(GX+%Y) 


) 


< [CB a5)08, SC 5398, — (20 + 3e) | (XV 


ce qui établit la propriété énoncée. Mais on reconnaitra qu'elle 
n'appartient plus aux covariants w,(zx, y) et w,(x, y), et c’est ce 
qui conduit à les remplacer respectivement par les suivants 


4 Y3(x, PAT A M1(æ, JA 

4oi(x, J)+ SA pr, y)+96 Vi(x, y), 
qui sont encore du septième et du neuvième ordre, et où elle se 
retrouve. On obüent en effet, dans le cas d’un facteur double, les 
expressions 
HP CRE) ERA D, CX TN) 

— + ÿA3Tto(sX+TY) [C3 + 2T)o?, — x (T + s)ro, (37 + 29 |(x, NS 
1 (X, Y)+ 3ABX, Y)- 96 Wi(X, Y) 
100 


= — 5 VA3 0676(5—T)(302+ 275 + 372)(oX + tY)3, 





et, si on les désigne de même par w,(x,y)etv,(x, y) afin de ne 
pas multiplier les notations, leurs formes canoniques seront 
P(X,Y)=  VAS(5uX3—VEX2Y —YAXY2+5pu'Ys), 
P(X,Y)= VAST7 VAR + 96(2V4—3ux + p'p2)]Xxs 
— 3VA3[3 VA VE — 96 (V5 + pu yÆ — 2 uk)]X2Y 
+ 3 VAS 3 VA VE — 96 (V2 + pu VÆ—ouk)]XY: 


— VAT 7VAU'+ 96(20k5— 3 up X + nu2)]Vs, 


366 ŒUVRES DE CHARLES HERMITE. 


ou encore 


PX,Y)= VAST(g+75h—18%)u — 6{Ap'VÆÎXS 
— 3 A3[(3g +151h4— gok)V4—64N p2]X2Y 
+ 3VAS[(3g +154 — 9ok4)VÆ—64Xxu2]XY? 
ts. 25h—184)u— 651 VA ]|Ys. 


Tous les covariants dont se compose la formule de transforma- 
tion pour l’équation du cinquième degré sont maintenant définis (1), 
et il ne me reste plus qu'à montrer que linvariant du huitième 
ordre D = A?+128B est le discriminant de cette équation. Effec- 
tivement les équations (1) relatives au cas d’un facteur double 


donnent 
g =(— 3052+ Giro — 3072)05r5, 
25 h =(6052+ 1370 + 6r?2)oirs, 
k— 09", 
d’où 


g +125 h — 1264 — 0, 
et en remplaçant g, k, Æ par leurs valeurs en À, B, C, 


A?+128B — 0, 





(:) Celui du neuvième ordre mérite d’être remarqué; si l’on opère en effet avec 
le covariant quadratique sur ®,(æ, y), on est conduit à un covariant du premier 
degré qui, dans le cas où la proposée contient un facteur linéaire élevé au carré, 
coïncide avec ce facteur. Sa forme canonique est 


A2[(3g—+151hk— gok)k — 64% u2]X — A2[(3g +151h—090k) VX — 64au"]|Y. 
Un résultat analogue a lieu pour toutes les formes f = (a, b, ...,b',a')(x, y)" 


de degré impair et supérieur à trois. Soit, en effet, D le discriminant; M. Cayley 
a démontré que, pour D = 0, le covariant 


e (CE ie GDS CARRE = dD narn—1 LL 
? A AE — da db' 14 TS PTS CU nb 


devient la puissance niè"e du facteur contenu alors dans f au carré. Or en opérant 


| , n —1 
sur ©(æ, y) avec la puissance 





du covariant quadratique du second ordre 


de la forme proposée, le covariant du premier degré et d’ordre 3n — 4, auquel 
on sera ainsi amené, sera évidemment, pour D — 0, ce facteur linéaire. Dans le 
cas de x — 5, mais dans ce cas seul, il s’'évanouit identiquement. 
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ce qui fait voir que D s’évanouit bien dans le cas où la proposée 
admet deux racines égales. L’invariant du douzième ordre 
D, = 25 AB +16C, qui se présentera bientôt, pourrait être appelé 
second discriminant, les deux conditions D =o, D,= 0 exprimant 


que la proposée content deux facteurs linéaires doubles. 


VIIL. 


Nous voici parvenus à un point bien important et qui servira 
d’épreuve à toutes les considérations précédentes, c’est le calcul 
de la forme quadratique à quatre indéterminées désignée par À. 
Déjà nous savons que les coefficients de cette forme sont des inva- 
riants, Je vais prouver de plus qu'ils contiennent tous le discrimi- 
nant D comme facteur, le coefficient du seul terme {? étant 
excepté. Reprenons à cet effet l'expression 


toi(Tr,1)+uop(r, 1)+Po3(t, 1) + wo (x, 1) 
? 


Jae(a, 1) 


7 —— 
D — 








et soit pour un instant 
O(r)=up(r, 1)+P par, 1) + w p,(%, 1); 


je dis qu’en nommant 6, #1, Lo, &3, æ, les racines de l’équation 
proposée, la quantité O6 (x,) sera divisible par 


(To— %1)(Lo— 2) (Lo — d3)(Mo— Li) + 
De Meet 
Remplaçons à cet effet =, +, 2, =, — dans O(zx) par leurs valeurs 
(0 OMIS PNG 4 A a 
en fonction des racines, Q(x,) prendra évidemment la forme sui- 


vante : 
H(æro; Ti, Vos T3, T4) 


IT désignant une fonction entière. Cela étant, plaçcons-nous dans le 
cas de deux racines égales, en supposant par exemple +,=— x:, 
chacun des covariants qui entrent dans O(x), et par conséquent 
cette fonction elle-même, s’évanouira pour x = x,. Il en résulte 
que (to, Zi, Lo, Æs, æ,) S'annule quand on y fait æ, = x,, et il 
en serait de même pour 


To —= Lo, To— T3, To = Ty; 
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d’où l’on voit que cette expression est divisible par 
(LZo— 1, ) (Lo — T2) (Lo — T3) (To — La). 
On peut donc, en désignant par D(x) une fonction entière, écrire 


vi to(æ;,1) 


DORA + P(x). 


Cela posé, et observant que l’équation en 3 n’a pas de second terme, 


‘ ; À : : , 
J'exprime j Par la somme des carrés de ses racines, ce qui donnera 
NN POP AE : 
DE CAEN 
D Jx(æ, 1) 


le signe D dans le second membre se rapportant aux diverses ra- 


cinestr — To; Lis: NOR COnNSalt  pariunthéoremeclémentaire, 
que 
HAS 
SD p(x) 
fx(æ, 1) 


se réduit à une fonction entière, el l’on voit par là que, à l'exception 


: A : re 
du coefficient ?, tous les termes de D sont entiers, ce qui démontre 


la proposition annoncée. 
Déterminons maintenant l’ordre de ces termes à l’aide de la for- 
mule du paragraphe VI, 


vn sn / 
OR COMPTE) 


et qui s’appliquera, en prenant pour di, de, 03, 0, les valeurs 3, 5, 
7, 9. Pour les coefficients de £?, £v, p?; u?, uw, w?, on obtiendra 
les nombres 12, 16, 20; 16, 20, 24, multiples de 4; quant aux 
coefficients de £u, tw, uw, vw, ce seront des invariants d’ordres 
impairement pairs : 14, 18, 19, 22, el par conséquent tous sont 
nuls, car, en les divisant par le discriminant qu'ils contiennent en 
facteur, l’ordre des quotients est inférieur à 18, qui est le plus petit 
degré possible d’un invariant gauche. On reconnaît ainsi, et avant 
tout calcul, que À est la somme de deux formes quadratiques à 
deux indéterminées, l’une en £ et v, l’autre en w et w, de sorte 
que le mode de solution de l’équation À — o, dont dépend essen- 
tellement la réduction à la forme trinome de l’équation en z, se 
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présente de lui-même en égalant séparément à Zéro ces deux 
formes. 
Voici cette équation qu'on obtient par une méthode facile : 


[Dit2— GBDiv— D(D; —1oAB)e?] 


Ne + D[—Bu?+o2Diuæw+(9BD —10AD;)æw?2]= 0. 


D,, comme on l’a dit plus haut, est 
25 AB + 16C, 
et, en posant 
D,€— 6BDte— D(D;—10AB)e2= 0, 
Bu?2—92D;uw —(9BD —1roAD;)æ?— 0, 
on trouvera, si l’on écrit, pour abréger, 
N = Di —10 ABD; + 9B?D, 
ces valeurs bien simples : 
3 BD + ND D N 
d AR VAN p, Lu rar VN e 
D; B 


Aussi avais-je pensé qu'elles étaient la conclusion définitive de ma 
méthode, lorsqu'un nouvel examen de l'équation (1) me fit aper- 
cevoir cet autre mode de solution où des invariants du huitième 
ordre seulement figurent sous les radicaux carrés. En l’écrivant 
ainsi ; 


D;(€2— De?+ 2D uw — 10 AD w?) + BD(10 A 62 — Géo — u?+ 9D w?) = 0, 
on la vérifie si l’on pose 


L2— De?+ 2D uw —10ADw?— 0, 


10ÀAP2— Géo — u2+ SDw?— o. 


Or, en faisant 


OL HE CN RS EE 
2 


ces équations deviennent 


T2 V2+ 4AUW = 0, 


— 5AV2+3ÿ/DTV + U?2+10AUW +(25A2— 9D)W2— 
H. — II. 


© 


Le) 
En 
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La première est satisfaite par ces valeurs 
- 1 
TN ET ere 


où 2 reste arbitraire, el, en les substituant dans la seconde, il suffira 


pour la vérifier également de prendre 
p2=5A+3yD. 


Deux voies s'ouvrent donc comme conséquence de ces deux 
modes de solution, pour achever la réduction à la forme trinome 
en calculant et résolvant l'équation du troisième degré D — o. Et, 
comme on ne peut voir d'avance aucun mouf de préférer l’une à 
l’autre, toutes deux doivent être suivies afin d’en comparer les 
résultats, et reconnaître les irrationnalités qu'elles introduisent 
dans la formule de substitution. Mais, me sentant plutôt attiré vers 
la méthode de résolution de léquation du cinquième degré à 
laquelle M. Kronecker a attaché son nom, J'ai préféré consacrer à 
l’approfondir le temps que ces calculs paraissent exiger. J'in- 
diquerai cependant quelques cas particuliers où 1ls s’abrégeraient 
beaucoup, en supposant par exemple D, —o ou B—o; car 1l 
suffirait de prendre, dans le premier, 


V0, u—=3VDæ, 
et, dans le second, 


t—+yDpe, DEI0: 


Enfin, si l’on avait 
5A + 3VD — 10, 


ce qui rendrait 1llusoires les expressions de T et V, on devrait 
poser 

FRE VE PEN 
d’où 


ÉD NE AW — 


I 
= — —T 
V2 200 


En m'arrêtant done à ce point, en ce qui concerne la premiére 


Hi—iW. 


méthode de résolution, je vais encore, avant de m'occuper de la 
méthode de M. Kronecker, déduire de ce qui précède la détermi- 
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nation, au moyen des invariants, du nombre des racines réelles ou 
imaginaires de l'équation du cinquième degré. 


IX. 


Les résultats obtenus dans l’étude des formes à deux indéter- 
minées, indépendamment de leur intérêt propre, paraissent avoir 
pour conséquence de donner à la théorie des équations algébriques 
une base nouvelle, et je ne pense pas m’éloigner trop de l’objet 
principal de ces recherches en montrant de quelle manière les 
nouveaux éléments de l’Algèbre, invariants et covariants, s’intro- 
duisent dans les questions résolues pour la première fois par le 
théorème de Sturm. Mais on verra leur rôle commencer seulement 
à partir du cinquième degré, comme pour rendre manifeste, sous 
un nouveau point de vue, la profonde différence qui sépare les 
équations des quatre premiers degrés, seules solubles par radicaux, 
de celles des degrés supérieurs. Ainsi on à déjà remarqué que la 
formule générale de transformation 


UPS 1) Et DaÛT, D) +. ln On-1(@, 1) 


Je; 1) 





La 
7 CE | 


n’a pas d'existence effective à l'égard des équations du troisième 
et du quatrième degré; mais, ces cas exceptés, Je vais donner la 
définition des 7» — 1 covariants qui servent à la composer. 

Je dis, en premier lieu, que toute forme du degré r admet un 
covariant quadratique du second ordre en supposant » impair, du 
troisième pour »—/41+ 2, et enfin du cinquième pour ñn—41+8, 
Ce qULexCIURle cas den — 4: 

On a effectivement, pour les formes du deuxième et du troisième 
degré (a, b, a')(x, y}°, (a, b, b', a')(x, y}°, ces covariants 


(aa'—b?)}(a,b,a')(x, y}, 
(aa?+ 4ab'3+ 4a'b3— 3b2b?—Gaa'bb') 
x (b2— ab', bb'— aa’, b?— a'b)(x, y}, 


d'ordre 211 et 42; on en conclut par la loi de réciprocité 
l'existence, pour les formes de degré 27 +1 et 4i+ 2, de cova- 
riants quadratiques du deuxième et du troisième ordre. Paur le 
dernier cas, il est nécessaire de partir des formes du cinquième 
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degré, et je vais établir qu’elles ont un covariant quadratique 
d'ordre 4t+ 8. J’opère à cet effet sur le covariant cubique et du 
troisième ordre, ayant pour expression canonique 


P(X, Y)=VA(u, VE, VE p')(X, YP, 


avec le covariant linéaire et du cinquième ordre obtenu para- 


graphe II, savoir : 


AV EN VAN. 


On parvient ainsi au covariant quadratique et du huitième ordre, 


savoir (!) : 


VAS VALVE r EE 0 ve 


et il suffit de le muluplier par A? pour obtenir l’ordre 4148, de 
sorte que l’on conclut, par la loi de réciprocité, comme précédem- 
ment, l’existence d’un covariant quadratique du cinquième ordre 
pour le degré 41 + 8. 

Ce résultat peut servir de base pour généraliser la notion des 
formes canoniques (?) telle qu’elle a été donnée au début de ces 
recherches; mais actuellement je me bornerai aux conséquences 


que VOICI : 


Désignant par w(x,7) le covariant quadratique auquel on vient 
de parvenir, observe qu’en opérant sur la proposée avec o(x 

Ï M) | PES TU 
on obtient un covariant du degré TR ST UESTC représentera par 
o1(x, y). Gela posé, eten recourant de nouveau au théorème dont 
il a été fait usage au paragraphe VII, le système des 2 — 1 cova- 
riants du degré 7 — 2 pourra être défini par les coefficients des 


termes en & et n dans l'expression 


à d 
mer ty) 


(1) Un coefficient numérique —3 serait à rétablir devant l’expression qui suit. 
E. P. 
(?) On ne pourrait plus, en considérant par exemple le septième degré, déter- 
= à ’ #1 7 7 n 
miner les coefficients de la transformée f = (à, u, v, V2, VE, v, ph À')(X, Y)' en 
fonction de ÀA\'= g, uu'= À, w'= Kk et L. Il serait nécessaire de joindre à ces quan- 
tités, v—v', B — pu, et mème À — à’ qui s'expriment facilement par des invariants 
gauches; par cela seul on peut juger quelle différence sépare le cinquième degré 
des degrés supérieurs. 
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À la vérité, et dès le cas de n — 5, ces covariants ne sont pas 
ceux qui ont été employés; mais ils présentent cet avantage d’avoir 
des transformées extrêmement simples, qu’on peut obtenir expli- 
citement si l’on y fait la substitution propre à ramener o(x, y) à 
la forme monome VA XY. Et c’est ainsi qu'on peut démontrer 
qu'ils sont linéairement indépendants; mais j'arrive 1immédiate- 
ment, sans m'arrêter à ce point, à mon principal objet, qui est 
d'obtenir, au moyen des invariants de la forme proposée f(x, y), le 
nombre des racines réelles et imaginaires de l'équation f(x, 1) = 0. 


X. 


A cet effet je rappellerai le principe dû à Jacobi, qu’en réduisant 
à une somme de carrés, par une substitution réelle, la forme qua- 


dratique 
(Lo + alt: —+ a? lo + . . —+ ani ln oe 
+(to+ bt+ dt +... + blé 1) +... 
+ (lo + Kti + k£2 Lo +. . LE fen—1 Le dEr 
où &@, b, ..., k sont lés racines de l’équation proposée, le nombre 


des carrés affectés de coefficients négatifs est précisément égal au 
nombre des couples de racines imaginaires. Et, si l’on fait 


H(x)=— Lo To(X )+ TT) +. He ne Dionet (eh 


To(æ), R1(&), ..., Tn_a(æ) étant des fonctions rationnelles quel- 


conques de +, le même fait a lieu à l'égard de la forme plus géné- 


rale 
I(a)+ H2(d)+...+ H2(X). 


Or, en prenant 


li P1(T, 1) + do Da(T, Ie ln Dn—1(T; 1) 
rene 


fx(æ: 1) 


Gr Lo + 


tous les coefficients seront des invariants de f(x, y), et par con- 
séquent, si on la réduit à une somme de carrés, ce seront bien des 
invariants dont les signes détermineront le nombre des racines 
réelles et imaginaires de l’équation f(x, 1) — 0. On peut encore 
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observer qu’en posant 


Jet) 
on aura 
?(a)+T2(b) PIE) nt + Da) (D) pr(X), 


de sorte qu'il suffit d'opérer sur la forme quadratique AUD 
indéterminées 
F — d(a)+d(b)+...+æ(E). 


C’est ce que je vais faire dans le cas de l’équation du cinquième 
degré, en supposant comme précédemment, pour obtenir la réduc- 
Uon à la forme trinome, 


to1(T, 1)Hump(r, 1)+vps(r, 1) + w p(, 1) 
2 


RS Fit&, 1) 





ce qui donnera 


D | © 


DF = [D, 2 — 6BD£6 — D(D;, —1oAB)e?| 
+ DI—Bu+2D;uw +(9BD — ro AD, )w?|. 


J'observerai d’abord que le discriminant désigné par D est le 
produit des carrés des différences des racines, multiplié par le 
facteur positif 55, et l’on en conclut aisément que la seule condition 
D<o est nécessaire et suffisante pour que l'équation possède deux 
racines imaginaires et trois réelles. Mais l'hypothèse D > o con- 
vient aux deux autres cas de cinq racines réelles ou de quatre 
imaginaires, qu'il s’agit donc d'examiner. 

Pour le premier, F doit se réduire à une somme de carrés tous 
affectés de coefficients positifs; ainsi 1l faut et il suffit que les 
formes quadratiques 


(1) D, € — 6BD te — D(D; —10AB }e?, 
(II) — Bu?+ 2D;uw +(9BD — 1oÂD,)w?2 


soient définies et positives. Faisant donc, comme au para- 


graphe VIII, 
N—D?—10ABD;+9B!D, 


on aura les criteria suivants : 


N < 0, D, > 0, BE 0: 
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Pour le second, deux des coefficients des carrés doivent être 
négaufs, ce qui est réalisé de deux manières différentes : d’abord 
par la condition unique N > 0, car les formes (1) et (11) seront 
ainsi des différences de carrés, et ensuite en les supposant toutes 
deux définies, l’une étant positive et l’autre négative. Cela donne 


avec No les conditions 


1270; B > 0, 


ou bien celles-ci 
D; << 0; B Ca O; 


c'est-à-dire simplement BD, > 0: 
On remarquera que parmi ces criteria ne figure point la combi- 


naison 
N <o, D0 p26; 


et le motif de cette exclusion est qu'on supposerait ainsi les formes 
(1) et (IL) définies et négatives, c’est-à-dire F réductuble à quatre 
carrés affectés de coefficients négaüfs, ce que l’on reconnait 
impossible d’après son origine même. Le Tableau suivant peut donc 


résumer nos conclusions : 


N > o, une racine réelle, quatre imaginaires; 
N <o, BD, > 0, une racine réelle, quatre imaginaires; 


N <'o, BD, < 0, cinq racines réelles. 


Mais voici un autre système de criteria auquel va nous conduire 
la méthode suivante : | 


Supposant toujours le discriminant positif de manière à n'avoir 
à disunguer que deux cas, J'écris, comme au paragraphe VIII, 


5 
2 


DEF = D,(&— De2+ 2D uw — 10 AD w?) 
+ BD(10A 2 — 646 — u?+ 9 D w?). 
Cela posé, soit pour un instant 


® = &— De2+ 2 Duw — 10 AD w?, 
D —10AÀP?— 6 tv — u? + 9Dw?, 


L + wD =[E42— Gwtv +(10Aw — D)v?] 
—{[wu?— 2Duw + D(roA — 9w)w?]. 
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On observera qu'on peut rendre un carré parfait chacune des deux 
formes quadratiques en £ et », u et , en posant 


9wW?2— 10Aw + D = 0, 


de sorte qu'en nommant w et w'les deux racines de cette équation, 
on aura 


P+wD =(t— 300) — 0% (u— 5) ; 


, D, 
P Low 9 =(t—3w0 p}— ww | u — —w 
to. 1 


et, par conséquent, 





D, w — BD / D “ 
@ GO) Ï ee PR ee DT 
DÉSIR DS ES Lee 3W'P) (D) Le “5 w) | 
Da =BD / D 2 
= (—3uoP— 0 (uw ? 
u)'— u) 


Or voici les conséquences de cette nouvelle décomposition en 
Cain 

Supposons les racines w imaginaires, c’est-à-dire 25 A?— 9D <o, 
on pourra évidemment poser, en désignant par T, U, V, W des 


fonctions linéaires réelles de £, uw, 6, , 


Doc bD Ur Pate 
D, w'— BD a D rt PAR ENOES 2 
et MAS VENUE 





to D. 


DIU BD 2 LR 
ee (u we) LT ET A ES 


UC) 
Diw'— BD / D 2 ; — ,,, 2 
Dee (x = w) = (Ù Ur) ) 
de sorte que F deviendra 
BON) UT END PCR arN ERIT 


ou bien 
2T2— 2 V2— 2U2-+ 2 W?2. 


Nous parvenons ainsi à deux carrés affectés de coefficients né- 
gaufs, et, par conséquent, quatre des racines de l’équation pro- 
posée sont imaginaires. 
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Soit, en second lieu, 25 A?— 4D > 0; deux cas seront à dis- 
üinguer, suivant que À sera posilif ou négatif. 

Dans le premier, les deux racines w sont positives, on est donc 
comme tout à l'heure conduit à deux carrés dont les coefficients 
sont négatifs. Et dans le second cas il en sera de même encore si 
D,wo— BD D,w'— BD 


Es sont de signes contraires. Or on 
(CDN 13 O0) 


les quantités 
trouve 
(Diw — BD)(Diw'— BD)= = ND, 


d’où la condition 
Neo. 


Enfin, en supposant N < 0, F se réduira à une somme de carrés, 
dont les coefficients auront tous le même signe, et par conséquent 
seront positifs, le cas où ils seraient négatifs devant être rejeté 
comme on l’a déjà vu. Les conclusions qui précèdent sont ainsi 
résumées : 

25 A2— 9D <o, une racine réelle, quatre imaginaires; 

25 A2 — 9D > 0, À > 0, une racine réelle, quatre imaginaires; 

25A2— 9D > 0, A Lo, N >0o, une racine réelle, quatre imaginaires; 


25 A2— QD > 6, À Lo, NE 6, cinq racines réelles. 


Elles s'accordent avec les résultats auxquels est parvenu M. Syl- 
vester dans le Mémoire déjà cité, et j’observerai, pour en faciliter 
la comparaison, qu’on a, entre À, B, C et les quantités désignées 
par J, K, L, À dans ce Mémoire, les relations suivantes : 


J = À, 
K=—B, 
9L = C + AB, 


À # A3—-o11,, 


Mais la marche que j'ai suivie ne saurait conduire à ce fait, si 
important et si nouveau en Algèbre, des criteria renfermant un 
paramètre variable entre certaines limites, et qui me paraîl une 
des plus belles découvertes du savant géomètre anglais. C’est dans 
une autre direction que je vais suivre encore ces questions inté- 
ressantes, en m’occupant du système des fonctions dont les signes 
servent à déterminer le nombre des racines réelles, comprises entre 
des limites données. 
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XI. 


Après avoir remplacé par des invariants, dans les équations de 
degré supérieur au quatrième, les expressions données par le théo- 
rème de Sturm pour la détermination du nombre de leurs racines 
réelles et imaginaires, on est amené à se demander s'il n’y a pas, à 
parur du cinquième degré, une modification correspondante à 
découvrir dans le système des fonctions que ce théorème célèbre 
présente sous une seule et même forme analytique pour les équa- 
tions de tous les degrés. On peut ainsi penser à retrouver leurs 
propriétés caractéristiques dans certains covariants, afin de les 
employer alors au même usage: mais ce sont des covariants 
doubles qui m'ont paru s'offrir au moins de la manière la plus 
immédiate et la plus facile, comme je vais le montrer. 

Mon point de départ est dans une généralisation du système des 


fonctions 
V—=(x—a)(x—b)...(x—k), 
RAR ; 
Nate > DER 
(a—b} 
PV ee er 
que Je vais d’abord indiquer. : 


Employant avec M. Sylvester (!), afin d’abréger, le symbole 
ÉCa Der) Ipourdésienente produit des carrés des différences 
des re CAD EE EE ET pOSCLAl 


7. (æ'— a)(x'—b)(x'—c) ; 
VENDRE 


On (vd) D) Cri) ERAIDIERE k), 





(1) On a Theory of the syzygetic relations, dans les Transactions philoso- 
phiques de 1853, p. 455. 
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Le 


de sorte que —5— sera linvariant de la forme quadratique 


V- 


Lee 9 
D —< — (to+ ati + a Lo +. ..—+ ait;}?. 


De là on conclut déjà, d’après le principe de Jacob1 (1), que le 
nombre des variations de la suite 


(1) ie Ce Oo, 39 C4) Vn 


est égal au nombre des racines réelles de l'équation V — 0 com- 
prises entre æ et x/, plus le nombre des couples de racines imagi- 
naires. Cette dernière quantité se déterminant en faisant x = +, 
on voit que les nouvelles fonctions qui sont à deux variables rem- 
plissent le même objet que celles de Sturm. J'ajoute qu'elles ont 
absolument les mêmes propriétés et, bien que je n’aie pas à les 
employer ultérieurement, j'indiquerai, à cet égard, les propositions 


suivantes. 
Soit 
Ur A;gœn-it B;æn-i-1, 7 
les coefficients A;, B;, ... étant des polynomes entiers en x’ du 


degré £, on aura, entre trois fonctions consécutives Ÿ;_1, Vi, Vous, 


la relation suivante : 
A Qi [Asso (Bi 1A;— A; 1B;)] Vi+ A, Vin 0. 


On voit ainsi qu’elles pourront de proche en proche s’obtenir 
toutes en partant des deux premières, ©, ou bien V qui est le pre- 
mier membre de l'équation proposée, et ©, dont voici l'expression. 
Supposant que V soit donné par la fonction homogène f(x, y) 
pour y = 1, on aura 


Se df 
| dy 


CHE 


en faisant de même y — 1. 
C’est donc uniquement dans l'introduction de cette quantité 





(*) Ueber einen algebraischen Fundamentalsatz und seine Anwendungen 
(Journal de Crelle, t. 53); voyez aussi une Note de M. Borchardt faisant suite 
à l’article de Jacobi. 
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x i Fe , d ; . | fn . 
à la place de la dérivée V, — que consiste la modification ap- 


portée aux fonctions du théorème de Sturm, et, pour bien en 
montrer l'effet, je vais employer succinctement le mode de démon- 
stration de ce théorème fondé sur des considérations de continuité, 
en laissant fixe la quantité x’ et faisant croître x de x, à X. Partant 
pour cela de l’équation 


(Cr A 0 

V FETE 
Je remarque que, si æ/ est en dehors de ces limites et supérieur à X 
par exemple, ©, se comporte exactement comme la dérivée V,. 
D'ailleurs, quand une fonction intermédiaire quelconque Ÿ; 
s’'annule, Ÿ;_, et Ÿ;,, sont de signes contraires; donc l’excès du 
nombre des variations de la suite (2) pour + = #,, sur le nombre 
des variations pour x = X, est égal au nombre des racines réelles 
de l'équation V — o, qui sont comprises entre #, et X. En suppo- 
sant æ'<C%X0, On pourrait encore raisonner de même, mais en 
faisant décroitre x de X à x,. Enfin, quand x’ est compris entre 
æo et X, on trouvera que l’excès du nombre des variations pour 
æ—x, sur le nombre des variations pour x = X représente le 
nombre des racines réelles comprises entre x, et +’, moins le 
nombre des racines comprises entre +’ et X, et ces résultats 
s'accordent évidemment avec l’énoncé donné plus haut. 

J'indiquerai, en second lieu, la relation 


(2) On = Wii O0 i— UV, 


W;et U; étant des polynomes rationnels et entiers en x el x’. 
Le premier W; est l’invariant de la forme quadratique 


De —a)(x'—a)(t+ ati + ata+...+ aill; 1}, 
de sorte que la suite des polynomes à deux variables 


LV WE ee Nr 


donne par les variations, absolument comme la suite des fonctions 
Ÿ;, le nombre des racines réelles comprises entre x et x’, aug- 
menté du nombre des couples de racines imaginaires. Pour avoir 
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l'expression de Ü;, soit 
O(p}=(ap)(a—x)}+(68—p)(o— x) —.…. 

+(k—p)(k—a)= TS (a-pl(a—x), 
et de même 
0(p,g)= D (a—p(a—g)(a—x"), 
Mpgsr)= (a—plla—g)(a—r)(a—a), 


et ainsi de suite. On trouvera ainsi 


16 DCE 21E 
US (x — a)(æ'— a)0?(a), 
U= V(æ—a)(æ—b). (a —a)(r—b)t(a, b)0(a, b), 


= d'(æ—a)(a—b)(x—c).(2'—a)(x—b)(—c)t(a,b,e)(a,6,c), 


reset es es 0 ee 0e 


La loi de ces expressions est évidente, et, bien que dans l’équa- 
uon (2) l'indice £ ne doive pas surpasser 2 — 1, on peut néanmoins 
les continuer jusqu’au terme U, que l’on trouve aisément avoir 
pour valeur ©, Ÿ,. On obtiendrait de même d’alleurs 

WA NO d'où pete 0, 
comme on pouvait effectivement s’y attendre. Mais c’est la rela- 
tion 
© à CE Wh-; V: Dr UV 


qu'on doit surtout remarquer; si, pour abréger, on représente 
I [ I . 

PEU pate Pine les valeurs de la fonction V, pourxz=a, b,...,k, 

de sorte que 


Pe —(a—bj(a—c)...(a—k), 


— —=(b—a)(b—c)...(b—K), 
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on aura les expressions suivantes : 


= eo? 
Wii vo > (æ — a)(x'— a) 
16 [L(b— x )— (a — x)f? 
Us Vo > (æ—a)(xæ—b).(x'— a)(x — b) 


On voit assez, sans aller plus loin dans cette étude, l’étroite 
liaison de ces nouvelles fonctions avec celles du théorème de Sturm 
dont elles reproduisent les propriétés analytiques. Elles servent 
ensuite de transition naturelle et facile pour arriver à celles dont 
je vais établir l'existence à partir du cinquième degré et qui sont 
des covariants doubles de la forme f(x, y), l'équation proposée 
étant f(x, 1) = 0. Pour cela, il suffira de remplacer la forme qua- 


dratique 


x'— a 
D (h+an+ d'lt3+...+ anti), 


qui donne naissance aux fonctions Ÿ, par celle-ci : 


Dr (&), 
T—ay 


où l’on a, comme au paragraphe X, 


Li DNDM) EEE COTES EE 007 10 Hs 


fx(æ, 1) 


: \ : Ai CLR. : 
En effet, les expressions FU T étant des covariants doubles, et 


les quantités IT(&) des invariants, tous les coefficients de cette 
forme seront des covariants doubles en x et y d’une part, x’ et y’ 
de l’autre, et auxquels on pourra donner f(x, y) pour dénomina- 
teur commun. Mais je ne veux pas m’étendre davantage sur ces 
questions générales, qui m'éloigneraient de mon sujet; je m’abstien- 
drai même d'appliquer ce qui précède à l’équation du cinquième 
degré, pour entrer immédiatement dans l’étude de la méthode de 
résolution par les fonctions elliptiques dont M. Kronecker est 
l’auteur. Les recherches que Je vais exposer m'offriront d’ailleurs 
l’occasion de donner un système spécial au cinquième degré de 
ces covariants en x et y, z' et y’ qui peuvent remplacer les fonc- 


ons de Sturm. 
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XIE. 


La transformation des fonctions elliptiques conduit à deux surtes 
d'équations algébriques de la plus grande importance pour l’AI- 
sebre et la théorie des nombres ; les unes sont entre les modules À 


. : I 
et Æ, les autres entre le multiplicateur MEL le module. Ce sont ces 


dernières qui ont été, au point de vue de la résolution de l’équation 
du cinquième degré, le sujet des beaux travaux de M. Kronecker et 
de M. Brioschi, et, comme les résultats obtenus par ces éminents 
géomètres me serviront de point de départ, je vais les rappeler 
succinctement. 

D’après un théorème de Jacobi, démontré dans le n°3 des Annali 
di Mathematica, t. 1, année 1858, p. 159, par M. Brioschi (!), on 
sait que les racines de l’équation du sixième degré entre _ 0 
et Æ, savoir 

— sin am 4 & sin am8uw 


; . K : vK+:K , : 
w étant successivement = el DS ue DOUTE 071 9, 4,45,eX— 


priment de la manière suivante : 


Lie LT . & vK—+z:K' . 
Désignons par Vs celle qui correspond à © — ee Co Ui 


conduit naturellement à adopter la notation ÿ/x, pour la première 


7 





qui est donnée en faisant 6 — ei on aura 
| Vra oo. | Vars = Ao+ p?Ai+ p3 A2, 
(1) TAN E Aie A Vs — An 0 A+ p?A.. 
l Væi = Ao+ p A+ pt A, | Va, = À + p* A1 + PA»; 


e étant une racine cinquième de l’unité. Ces expressions remar— 





(:) Le P. Joubert avait trouvé, de son côté, la même démonstration, en s’oc- 
cupant de la formation des équations entre M et Æ pour la transformation relative 
au cinquième, septième et onzième ordre ( Comptes rendus, séance du 12 avril 
188 ). 
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quables n'appartiennent pas uniquement d'ailleurs à l'équation 

entre æ et k : elles se retrouvent à l'égard des racines des équa- 

tions analogues (1) que donne la théorie des fonctions elliptiques 
S puq 


; AVE en k le 
entre l'inverse du multiplicateur x et les quantités Sir LT 


; sur 
e (5 + +) , --.. L'idée hardie, et qui devait être si féconde, 
Va V 
d'étudier en général toutes les équations du sixième degré dont 
les racines s'expriment de cette manière, quels que SOIENT NS. dr, 
A,, revient en entier à M. Kronecker. Un premier résultat, 
obtenu mais non publié par le savant géomètre, a été donné par 
M. Brioschi à la page 256 des Annali di Matematica, t. I, 
année 1858, et consiste dans la formation même de cette équation 


du sixième degré. Si l’on pose 


À = Aî+ AA», 
B—S8A%A,A,— 2A2A7%A2—+ AÏAË— AG(Aÿ+ AS), 
CG = 320A6 A?A2— 160 A4 A? A3 + 20 A3 Af Af + GAŸA; 
— 4 A(32A# — 20 A2 A,A, + 5ATA3)(AS+ AS)H+ AfDæ+ ASF, 


elle aura cette forme remarquable CAS 


(æ— A)5(x —5A)+i1oB(x—A)— C(x—A)+5B?— AC=o. 


Un second résultat extrêmement important est dans l’abaisse- 
ment de cette équation au cinquième degré (} Les expressions 
données par la formule 


VV == (Te — Ty) (Ty+1 — Ly1 ) (Ty+2 — Ty ), 


l'indice y étant toujours un nombre entier pris suivant le module 5, 
sont en effet les racines de l’équation suivante, où 5ŸIT représente 


(1?) M. Brioscui, Sul methodo di Kronecker per la risoluzione delle equa- 
zioni di quinto grado, Atti dell” Instituto Lombardo, t. 1, 1858, p. 275, $ II, 
et le P. JouBerT, Comptes réndus, t. XLVII, 1858, p. 341. 

(2) M. KroneckEer, Ueber die Gleichungen fünften Grades (Journal de Crelle, 
t09/annéetr86r); 

(*) Le cas particulier de l'équation M et Æ avait été pour la première fois 
obtenu par le P. Joubert (Comptes rendus, séance du 12 avril 1858, t. XLVI, 
DD). 
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le discriminant (!) de la proposée, savoir : 


Vv$+ 20By*+10(9B?— AC)y3+ 100B(9B?2— AC)y? 
+ 25(9B2— AC)?y — VII = o. 


Enfin cette réduite peut être simplifiée, et, en posant Vy = 4x, 
M. Brioschi parvient ultérieurement à ce beau résultat (2) 4 


d$ + 


speste ASC mn ele : 0.270: 
8 4* 45 


Il sert en effet d’origine à ces équations remarquables du cinquième 
degré dont les racines s’obtiennent sous forme explicite à l’aide 
des transcendantes elliptiques, et qui, à cet égard, offrent deux. 
cas principaux. Le premier s'obtient en posant 


Ant, B ='0, C—=—5:842#72; 


alors l’équation du sixième degré en x n’est autre que la relation 
entre le multiplicateur et le module considérée plus haut, et, comme 


Ou Lardieeorba 
Ve sin am 6 sin am8 


sin COam 4 W sin COam 8 w 
Quant à la réduite, elle a la forme trinome 
2 + 5k2K2x — 2k2k2(1— 242) = 0, 


à laquelle j'ai eu pour but, dans la première partie de ces 
recherches, de ramener toute équation du cinquième degré. 
Le second cas s'obtient en posant 


16 1—16424"2 
nm 
il conduit à la réduite 
: 10 45 4 ME 
Dr: nement ler Ai) (Se RE) 0; 


(1) On trouve aisément, pour À — 0, 


H=(CCt==715%p°)7: 
el Pour B—0, 
= (C-R25 CA)? 
(2?) N°5 des Annalt di Matematica, année 1858, t. I, p. 326. 
H.— 11. 29 
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T 


ou plus simplement, en mettant Tr au heu de >, 


s 1—242)(1+ 324247? 
ni 1008 (82e 4 - )( FPS ==10; 

kKk 
et c’est à cette équation particulière que la méthode de M. Kro- 
necker permet, comme on le verra bientôt, de ramener le cas gé- 
néral. Quant à l’équation en x du sixième degré, ses racines s’ex- 


priment de cette manière 


VES cos am 20) cos am 4 
= ———— —  —— 
COS am 4 cos am2u 
. $ K vK—+:K US _ 
uw étant toujours ER et TD nous avons ainsi les quantités par 


lesquelles M. Kronecker est parvenu le premier à représenter cer- 
taines fonctions cycliques des racines de l’équation générale du 
cinquième degré, et par conséquent les racines mêmes de cette 
équation. Mais je renonce à dire, en énumérant ces divers résultats, 
ce que je crois plus particulièrement appartenir au géomètre alle- 
mand et à M. Brioschi, plusieurs choses fondamentales me pa- 
raissant avoir été simultanément découvertes par les deux auteurs. 
Je citerai surtout ce qui concerne les résolvantes de l'équation 
générale du cinquième degré, dont les racines ont la forme donnée 
par les équations (1). J'ai étudié avec admiration l'analyse donnée 
par M. Brioschi sur ce point si important, et elle me servira de 
base pour les considérations que je vais exposer. 


XIIL. 


Désignons par &,, l’indice étant un nombre entier pris suivant le 
1 n = ver c 14 [ / ts Me 
moduless,1lésracinesdedéquanon (oc) 5e 
de manière à représenter par ces formules de M. Betti, savoir 


CAVE: Éav bE es 


où a, b, c sont également des nombres entiers pris suivant Île 
module 5, les 120 permutations de ces racines. Elles se décom- 
posent en ces deux groupes de 60 permutations conjuguées, 
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savoir 
(1) | Éary+b | 
9 
Et3av+b)-+c 
(1) RME 
Eta?v+b)+c 





de sorte que toute fonction rationnelle des racines, invariable par 
les substitutions d’un de ces groupes, n’aura que deux valeurs 
distinctes, et s’exprimera rationnellement par les coefficients de la 
proposée et la racine carrée du diseriminant. Considérant désor- 
mais comme quantité adjointe cette racine carrée, on pourra se 
borner aux substitutions (1), et les fonctions des racines dont nous 
allons surtout nous occuper, qui ont seulement six valeurs, seront 
caractérisées comme ne changeant pas par les substitutions £4:,,4. 
Soient done u — F(Ë,, 1, É2, Es, 6,) une telle fonction et w, ce 
qu’elle devient en remplaçant &, par &sw4», les six valeurs qu’elle 
pourra prendre pour les 6o permutations ([) seront w, wo, ui, Us, 
Us, U,, et le système de ces quantités donne lieu à la remarque sui- 
vante. Convenant de représenter la première par w,,, et les autres 
par ün, lPindice étant pris suivant le module 5, on vérifiera très 
facilement qu'aux substitutions 
HSM 
‘ca Re 


p 


correspondent (!) 


Lt} ur NUL 
(B) e | D . 
Un+1 Un U; 


nm 


Mais les substitutions (A) répétées donnent toutes celles des for- 
mules (1), etil est visible qu'en composant entre elles les substi- 


Un 


tutions (B), on trouvera pour résultat LR GENE 


Unn+b 
en + d 


des entiers pris suivant le module à et tels que ad — bc est résidu 





quadratique. On voit donc que le groupe de l'équation en w, dans 





(1) Par u1 se trouve désigné u,,, n° étant un entier tel que nn'=1(mod5). 
[12 


HP: 
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le sens de Galois, est le même que celui de l'équation modulaire 
du sixième degré; mais cette remarque, que J'avais indiquée (!}, 
n’est qu’un premier pas vers un résultat beaucoup plus important 
donné aussi par M. Brioschi. 

Supposons qu'au lieu d’être invariable par les substitutions 
Eay4v, la fonction des racines que l’on vient de désigner par w soit 
cyclique, et change de signe quand on y remplace &, par &,,; on 
trouvera qu'aux deux premières substitutions (A) correspondent 
celles-c1 : de : L et que le résultat de la troisième est 

Un+1 — Un 


représenté ainsi : 


| Uo Uo Uy Us Us uy | 


( Ugo Ug —Uy Uz Us —U, | 
Cela posé, faisons dans les relations (1) du paragraphe précédent 
A V5 KR VS RS ER EN ER EUR 


= A V5 = Ko + p+ ki + 03 Ka + p? ka + pk, 
= A2V5 = ko ph + ptke+ piks+ pts, 


p étant une racine cinquième de l'unité, satisfaisant à la condition 


—ÿ5 = p ee p# — p? — pes 
et elles deviendront 


VAE TN SE Es Etes 
VÉRINS MAN SENTE 
UT RE EE ES EN 
VAE UE UNE VS ET Ur 
Vs Ro li Ko + livoe 
RE ir les 00: 


Or, en représentant le système des quantités æ et À par x, 
et Ær, l'indice devant recevoir les valeurs æ, o, 1, 2, 3, 4. on 





(7) Sur la théorie des fonctions homogènes à deux indéterminées (Cam- 
bridge and Dublin Mathématical Journal, année 1854). HERMITE, Œuvres, t. 1, 
p. 548. 
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+: ; NÉ ; j k Æ 
vérifie immédiatement qu'aux substitutions & L à | cor- 


Kn+1 — Kin 
| Vrn FR 
Van ) En , et enfin que la suivante 
Tn+1 | | —VTyn ; 
KE, Ko, Ki, k2, k3, ke 
UM — ki, kK3, Ka, — k, 
résultat 


respondent celles-ci 








donne absolument de même pour 


Vars Vo; Væi, Va, Vzs; Vas | 
(Va, Vars —Vrs, Vars, Vas, —Vr) 


On voit donc qu’en posant k,=u, les substitutions élémentaires (A) 





effectuées sur les racines Ë, ne feront que reproduire, sauf l’ordre 


ou le signe, les quantités /x,; par conséquent il en est de même 
de toutes les substitutions (T1), et les coefficients de l’équation du 
sixième degré en x sont des fonctions rationnelles de ceux de 
l'équation proposée du cinquième degré, et de la racine carrée du 
discriminant. | 

La belle découverte de M. Kronecker est une conséquence 
immédiate de ce que l’on vient d'établir. Revenant en effet aux 
expressions désignées dans le paragraphe précédent par À, B, C, 
on voit qu'en disposant de la fonction cyclique w et du module, 
de manière à avoir 
16 LEO AN 


— 70? ner TE 
J2 72 Jp 


A 0; B'= 


2 


les six quantités Vx seront explicitement données par la fcrmule 


cos am2u cos am 4 W 


COS am 4 W COS am 2 W 
À cet effet, soit pour un instant 
Péuëgi;-+ gEsésEy =(aBy); 


la fonction cyclique choisie par Le savant géomètre est celle-ci, où 
figurent deux indéterminées p et g, savoir 


u—  (012)+(123)+(234)+(340)+(4or) 
— (210)—(321)—(432)—(043)—(104). 


Cela étant, la condition À = o détermine _ par une équation du 
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second degré; la relation 


C3 16(1—1642%"2)3 


FER LT oem 


dont le premier membre je seulement de A donne k?k'?; 


enfin la condition B — = achève de déterminer p et g. Voici 


maintenant une remarque importante qui résulte de cette méthode. 


XIV. 


On a vu tout à l'heure que l'équation du sixième degré 
(Gi) (æ—A)(x—5A)+i10oB(x —A)3— C(x—A)+5B2—AC—=o 


était réductible au cinquième, la transformée obtenue par 
M. Brioschi ayant pour racines les expressions 


FA Le | : 
Zy —= 175 [CT — Ty) CHE RANE ) (Ly+e — Eve )1*: 


où l'indice y prend les valeurs 0, 1, 2, 3, 4. Il s'ensuit qu’en par- 
tant de l’équation générale 


(a D Y: ve 5E a) CE 1) 0, 


et faisant £,— u,, nous allons pouvoir revenir au cinquième degré 
en obtenant comme conséquence du passage par l’équation (1) ces 
résultats bien remarquables. En premier lieu la transformée en 2, 
savoir 


5B 5 B2— AC I 7— 
(2) MALI TT 0 à D 5 — EM = 0, 


ne contient pas, comme on le voit, de puissances paires de l’in- 
connue. En second lieu, comme on l’a dit plus haut, dans le cas 


AGAA=TS ADS C——28k2k"?, et dans celui-ci : A—o, 
TO Me 
Dee He GE D — c'est-à-dire, au fond, en suppo- 


sant B — 0 où À — 0, cette transformée peut être résolue par les 
fonctions elliptiques. On voit donc combien 1l importe de recon- 
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SVT 


naître de quelle manière dépendent les inconnues 3 et £; voici 
comme on y parvient. 


Soit pour un instant 
Vo 
2, 


V5—171 


= k: Ce mn k, + ee man (0) 


R=S + ko (ka + K3), 


on trouvera immédiatement 


Vre—Vro=2s, Vars + Vo (V5 +1)R, 
sara Na ES 


et l’on en conclura 3, = eRST, & désignant un facteur numérique. 
De cette expression rationnelle par rapport aux diverses quan- 
utés Æ,, on déduira ensuite une autre racine quelconque z,, en 


7: 
effectuant la substitution + : Ce résultat montre qu'en faisant 
n—+Vv 


Kkn= Un, le produit RST, qui devient alors une fonction rationnelle 
des racines e ct A au ce est symétrique par rapport à quatre 
d’entre elles, et peut s'exprimer rationnellement en £ç, au moyen 
des coefficients de l’équation et de la racine carrée du discriminant. 


= . S : (72 
Effectivement, la substitution | 
Un+y 


L par laquelle z, se déduit 
de 39, s'obtient comme on l’a vu dans le paragraphe précédent, en 
faisant sur les racines £ la permutation circulaire qui consiste à 
ajouter le nombre y aux indices. Cette propriété singulière et si 
remarquable du système des valeurs de la fonction cyclique désignée 
par w, se retrouverait encore dans le produit de ces trois facteurs 


où w est arbitraire, savoir 


R=u,+uy+ (Us: + Us), 
S=U +u,+u(us— Uo), 


T' = u3 — U2+ Wu — u;). 
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Ainsi on reconnaît que les substitutions 


Je DNPRPMEUENT: 
hi: | : 


donnent pour résultats 


R, IS TN RS UT RS AT 
ES M | ES mit TARN SLI 


Mais, nous proposant d'approfondir cette nouvelle formule de. 
transformation qui ramène à l'équation (2) l'équation générale du 
cinquième degré, nous supposerons toujours dans ce qui va suivre 


XV. 


Les recherches qui me restent à exposer dépendent principale- 
ment du choix de la fonction cyclique des racines RE NE dt 
de l'équation générale 


(x, B, Ÿ: jé p”, x) 1) — 0, 


que l’on a précédemment désignée par uw. C’est de là en effet que se 
déduira la formule de transformation 3 — RST, où la nouvelle 
inconnue est une fonction rationnelle et entière de la racine 65, et 
en prenant pour & un invariant par rapport aux racines, cette 
formule, comme celle dont j'ai d’abord fait usage, savoir 


LOT, 1)+upi(r, 1)+ 0 pr, 1) + ww (rt, 1) 
= ————— ———— —— ————  —— 7 


Jx(æ; 1) 


LA 
29 


conduira à une transformée dont les coefficients seront des inva- 
riants de la forme f—{(«, P,y,7", 8, «')(æ, y }5. Les deux substitu- 
tions se ramènent en effet au même type, et chaque expression & 
donne naissance à des covariants cubiques tels que v,(7, y), 
v2(%, y), ..., mais dont l’ordre est toujours un multiple de 4 aug- 
menté de 3. J’ajouterai encore à ce rapprochement entre les deux 
méthodes de résolution de l’équation du cinquième degré, en dé- 
duisant de la seconde les conditions de réalité des racines. Sous ce 
nouveau point de vue, on verra qu’il ne sera plus nécessaire de 
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recourir au principe de Jacobi, le caractère propre de la seconde 
méthode consistant en ce que l’on opère toujours directement sur 
les racines. C’est pourquoi nous aurons lieu d'employer, dans tout 
ce qui va suivre, une transformée canonique de la forme proposée, 
différente de celle qui a été considérée au début de ces recherches. 
Nous la définirons par une substitution linéaire qui donne pour 


résultat 
U—(ond lbe to), D): 


et de manière qu'aux racines £6, &, &2, Ës, &, correspondent respec- 
tivement les quantités 1, €, 0, , , en posant 


Dm). PE OT TUE 
(oem ere 21) 1 (Eo— 2)(Es— Er) 
Soit donc [ — 4” O(Éo; oo ci) l'expression en £6, &1, 
d’un invariant dont l’ordre soit un nombre pair quelconque 7; en 
désignant le coefficient de £* dans @ par U(Ëo, £1, 2, Es, 4), on 


aura pour forme canonique 
54) a0 Crée toni 


Je vais appliquer ce résultat à l’invariant du dix-huitième 
ordre K, dont je rappellerai d’abord l’expression en fonction des 
racines. 

Soient à cet effet 


F —(£0— E1) (Ëo — É4)(Ës— a) +(Ëo — 2) (Éo— És) (61 — is ), 
G = (Ë6— E1)(Eo— Es) (Er — Es) (Ëo — Es) (Ëo — Ex )(Ë1 — 2), 
H = (Ëo— E1)(Eo— Es) (En — a) +(Eo — É2) (0 — &4) (Ës — 1), 


et convenons de représenter par F,, G,, H, ce que deviennent 
respectivement ces quantités, en ajoutant aux indices des racines, 
toujours pris suivant le module 5, le nombre y; on sait qu'en 
faisant 

Xy= F, Gy H, 


on aura, abstraction faite d’un facteur numérique, 


Ke ai8XX I XoX3 Xe 


Cela étant, désignons par $,, G,, %, les formes canoniques des 
quinze facteurs F,, G,, H,; elles s’exprimeront en + et n comme 
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il suit : 
HU 2 en, G — en —1, JC =1—2n+en. 
Si 2E—E— 1, Gi=2en —Ee?—n, Ji—=—Ee+n, 
a= € +n—°; Ga=E—n+en, H3=E—n—en, 
PACE In L Ga=—1i—e+n, H3—=E—1n—1, 
F,—=—:+02en — n°, Gr=Ee—2en + 7?, J,—=—E+7n?, 


ét si lon pose 


la transformée canonique de l’invariant du dix-huitième ordre sera 
K — (Dr) Bee 4 29 ea 3 6 Ge 


Ces quantités F, G, I ont pour notre objet une grande impor- 
tance, et tout à l’heure 1l sera nécessaire de connaître comment 
elle se permutent les unes dans les autres, lorsqu'on effectue la 


(2 


substitution - + Or on trouve aisément ces résultats, savoir : 
ONE 


HMS RECENT: PET 
Relativemaent à la substitution sv ' on obtendrait 
2V 


AR FA DRE F, 
DTA EE ENT CEA 


—G —G —G, — Gi —G3 


CCC RC EC 
) 
| 
l'OGE MOINS SF ST RE UR 


el par conséquent les expressions suivantes, 


FFF F3F;. a$ H H, H, H; H,. 
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que l’on reconnaît immédiatement être des invariants, et qui sont 
aussi des fonctions cycliques des racines, se reproduiront l’une et 


e, | 
Eu) 


Elles réunissent donc les conditions qui permettent de les em- 


l’autre, changées de signe, lorsque l’on fera la substitution 





ployer à composer une fonction &w contenant deux indéterminées; 
mais leur étude exige que l’on considère en même lemps que F, 
G, H les quanuités 


J =(Ës— E1)(Ë2 — Er), & =(E1—E:)(E— 63), h=(E1—E)(E3— E). 


En désignant par f,, 2,, h, ce qu’elles deviennent iorsque l’on 
ajoute y aux indices des racines, on trouve que la substitution 


© Le 
opère les changements que voici : 
3v° 


(PSE ER SANT 
| ; 
| 
| 


le 
La substitution 





| donne pour résultat 

2V 

CR nr: J2 Ja Ja k 

CS PES PR Se 

Es £1 52 53 FN | 
ré Er -$  lenst-f Ten Le 

h h; ha hs hi, 

2 
US fi —f, —f\ —f 


d’où l’on voit que, sauf certains changements de signe, les deux 
groupes de quinze quantités se permutent de la même manière, 
quand on effectue les mêmes permutations sur les racines de la 
proposée. Me bornant à remarquer en ce moment qu’en posant, 
pour abréger, 


l=(ËEo—E1) (0 — É2) (0 — Es) (Eo — 61); 
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on a les relations suivantes : 


G2 2 = 4 lf, 
H?— F2— 4/g, 
F2— G?= 47h, 


j'arrive immédiatement à l’étude de nos fonctions cycliques. 


XVI. 
Soient à cet effet 


Ü —= FFF FF, 
NV = HUE H. 


de sorte que l’on ait pour l'expression de u avec deux indéterminées 
u = pU+gV, 


le système des six valeurs : w,, Uo, Us, Us, Us, u, S'obtiendra, d’après 
ce qui à été dit au paragraphe XIV, en effectuant sur la première, 


qui représente w.., la substitution | ' ce qui donnera w; en 


3V°+i 

Prenant —0,1.,.2, 9,4: Onaura; diapresicela, 
DC PAP EN PH HR NET Le 
Us Cas FHiCiG Ne CHI 
USE CC MN ee Got 
U = — 45 GH; Fo H3 G, Vo = ai FG: H:G3F;, 
D GO URI = ctER CH. 
Ù, =—05HG: G: H3F;. V, = 06 GF3 Fo G3 H ; 


or ces expressions donnent lieu aux transformations remarquables 
que VOICI : 
U,=+ ai F[AH?+ (A3 feh)FH (A+ fe) 0], 
Uo=+ 46 F[ASH?— (A+ feh) FH +(k2+ fe) 0], 
ÜU=—0aH[83G—(83+ f£gh)GH +(g2+ fh} 0], 
U, =— 2H fe Gtæ (8 + feh)GHEE (EE FRET 
Ur = + af GLS E2—(f3+ feh)FG—(f2+ gh}20], 
Us = GMA C EE eh) GER E AO 
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el 
Ne EAP RES Ge) RCE 270 UT; 
Vo=+aH[fF2+(f3+ fgh)FH —(f2+ gh}21], 


{ Vi =—0$ G[RH?+(h8 + fgh)GH —(h?+ fe} 0], 
Ü Vs = + 6 G[ASH2— (28 + fgh)GH — (+ fr], 


Vo = ai F[e3G+(g3 fgh)FG —(2?+ fh}?0], 
Vs=+ai F[g3G2—(g3+ fgh)FG—(28?+ fh}20]. 


La démonstration est facile, comme on va voir; il suffit, en effet, 
d'établir la seule relation 


U,= afF[ASH2+(R5+ foh)FH +(A+ fe )20], 
pour en déduire toutes les autres. Or elle revient à cette égalité 
FFF, hSH?+(h3+ fgh)FH +(h2+ fe} l, 


que l’on vérifie immédiatement en employant les expressions SUI= 
vantes : 


FiFo=(E—Ë2) A +(Es— 1) (Eo — Ex) QE), 
FF, =(és—E) AH +(Eo— 3) (o— Es) (+ fs), 
et observant que l’on a identiquement 


(Éo— E1) (Eo — Er) (Es — Er) +(Ëo— Es )(Éo — Ex) (Ë1 — Es) 
= (Eo— E1)(Ëo— Ex) (Ës — É2) + (0 — É2) (Éo— És) (hi —k)=F. 


Quant aux produits F,F°, F,F;, je remarque qu'en multipliant 
le premier, par exemple, par 2“ f, f:, on obtient un invariant par 
rapport aux racines dont la forme canonique est 


(5a)tn(e—n)(2ë—2—n)(e+n—en). 
Voici d’ailleurs la forme canonique de la quantité 
a fi fee — ER H +(Ëo— E1) (Eo— Er) (A+ F8], 
savoir 
(5a)in(e tn) Net) ECS LES) Dee) |; 
de sorte qu'ayant 


(2e —e2— n)(e+n—en)=(Es —1)n+(ei—3e+e)n —e(e — 2), 
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on établit par l'égalité des formes canoniques celle des expressions 
proposées elles-mêmes. Après avoir démontré la relation 


U, = aF[A3H2+(h3+ fgh)FH + (A+ fg)7], 


nous en déduirons comme :il suit toutes les autres. 
Soit pour un instant 


U. = (F,H,2, RITES l), 
nous obuendrons d’abord Ü,, en effectuant sur les racines la sub- 


ARE E Re ; É 
stitution | d qui laisse / invariable et donnera 
CV 


Uo= ®(F, —H,h,h?+ fe, 1). 


Maintenant, ajoutons aux indices les nombres 1, 2, 3, 4, il 
viendra, en désignant par /,, L, 3. l, les valeurs correspondantes 


de /, 
UE P(Fi, ed he dm hi ni 51: li); 


U: = P(F, a H, le, h; Je 8, la), 
Us = P(F3, —H3, Rs, A+ fags, ls), 
We PCF HE AE Er EL 0) 


Effectuons ensuite dans chacune de ces égalités la substitution 
| à » on trera les suivantes : 
S3V* 
— U=d( Ga, Fa, fs fs + gas, ls), 

RÉ PE NE Ge Ur 

EP, Gr Sas itftoli) 

— U, = P(— G:, Fo, fa, J2+ oh, lo). 


Enfin, dans chacune d'elles ajoutons aux indices des racines le 
nombre nécessaire pour ramener dans la fonction ® les quantités 
F, G, H, et l’on obtiendra de cette manière 


— U;=®( G, PF, jf, fight), 
U, = P(—H, — G, 8, 82+ hf, D), 
U=b(—H, G,g,£282+ hf, D), 

— U=d(—G, EF, f, f?+ gh, 1); 


d'où l’on conclut, comme l’on voit, les résultats qui concernent les 
quantités Ü. A l’égard des quantités V, il suffira d’effectuer dans 
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; ë 
les égalités qui précèdent la substitution | ; g CAC U SUR 
2V 


U, Us, U, deviennent par là — V,,, Vs, Vo, V;, Vi, V3, de sorte 


que l’on aura 


—V,=b(—H, EF, —/ÿf, f°+gk, D), 
MD EE PT 2 D 
— Vi=db(—G, —H, — Ah, R+ fg, D), 
Vs=dp(—F, G, — £g, g?+ hf, D), 
ND Gr, A0), 
VPN G, —H, —h, ht /fz,1) 


et toutes les relations données plus haut se trouvent ainsi démon- 
trées. 


XVII. 


La considération des quantités U et V ne suffit pas seule à l’objet 
que nous avons en vue, et aux résultats précédents il est nécessaire 
de joindre ceux que nous allons tirer des fonctions cycliques du 
second ordre envisagées par M. Brioschi dans le beau et important 
travail déjà cité : Sul metodo di Kronecker per la risoluztone 
delle equazioni di quinto grado. Voici d’abord les valeurs de ces 
fonctions, ainsi que leurs formes canoniques en e et n : 


= a? (£o— 61) (&1— Ë2) (Ëa— Es) (Es — &) (hi — 0) = 25m?e(1—e)(1—n), 
Ho 22 (0 — Ës) (Es — Er) (Eu — 1) (hi — 2) (6e — bo) = 250?2e(n —e), 
ui = Q(E1— Er) (Er — Éo)(Éo— Ë2) (a — És)(Ës — Es) = 25 a? (ëe—n)(1— 1), 
| Ua? (En= É0) Céo— É1)(E1— Es) (Es — E) (52) = 25a2n(1— €), 


= 


Usa? (Es me 1) (ei Éa) CE — Er) (Ex — Éo)(Éo— És) = 250%en(n — 1), 
LE ee Ca) (E2— És) (Es — Eo)(Eo — E1)(E1—Ë)=2542n(e—n)(e —1); 


Mu a(to Ér)(érmnce)ten etc alles 160) — 2902n(n —c©), 
Vo XL (E0— 64) (Eu — Éa)(Ëa— 63) (Es — 61) (hi — Éo)= 25a2n(1—E)(1—n), 
D — A? (Ë1 — Éo)(£o— Es) (Es — Es) (Er — É2) (62 — 61) = 25a%en(e — 1), 

| Dé = (Er —E1)(61—E,) (6e E0) (60 — Es) (Ës— Es) = 254?e(e —n)(n —1), 
3 = Q2(E3—Ë2) (a — 0) (0 — É1) (1 — 64) (Ba — Ës) = 2547(e—n)(1—e), 
Dr(6, sn cs)0és mt) (es (c2mrco (tons) 20042 (t= 7) 


+— 


1 


Cela posé, et au moyen des formes canoniques, on vérifiera immé- 
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diatement les relations suivantes, dont on verra bientôt l’im- 
portance, savoir : 
ou,=+2h(H+ F), 20,=+4 f(H—F), 
ouo—=— 4 hA(H—F), 200=—@ f(H+F), 
oW—=+228g(G—H), 20=+ah(G+H), 


«) ou, =—%g(G+H), 20 =—4h(G—H), 


ou2=—4? f(F —G), 202=—48g(F+G), 
aus=—d4f(F +G), 203=— 4 g(F—G). 


J'en déduirai d’abord l’expression des invariants du quatrième, du 
huitième et du douzième ordre, de la forme du cinquième degré, 
en fonction de F, G, Het f, g, h. On trouve aisément, en effet, 


u2+u+u+ui+ui+ui=— 25(25A +3V5D), 


n2+v2+02+n+vi+n?=—25(25A —3ÿ5D), 
et, par conséquent, 


at[A2(F2+ H°)+ g2(H2+ G2)+ f2(G2+ F2)]=— 50(25A + 3Y5D), 
at[ f2(F2+ H?)+ A(H2+ G2)+ g2(G2+ F2)]=— 50(25 A — 3ÿ5D), 


d’où 
ar[.f2(2F2+G2+ H2)+ 92(2G2+H2+ F2)+h2(2H2+F2+ G2)]=—2500AÀ, 
at[ F2(H2— G)+ g(F?— H?)+ A2(G2— F2)] = 300ÿ5 D. 
Considérons ensuite la somme des produits trois à trois, que lon 
peut écrire de cette manière : 
(u2+ui)(ui+ui)(ui+ui)+uiui(ui+ui+ ui + ui) 
+uiu?(u?2+ui+ui+ ui) 


2 412 2 2 2 2 
+uUsui(ui+ui+ui + ou). 


Elle est la même pour les deux groupes de quantités u et v, et a 


O0 ; : 
pour valeur 4.5 (= D, — AD). C'est donc un des invariants du 


douzième ordre qui s'évanouissent comme D,, lorsque la forme 
proposée admet deux couples de racines doubles; je l’introduirai 
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en le désignant par ®, de sorte que l’on aura 


D = se (G+ H2)(H2+ F2)(F2+ G?) 


x12 
+ SF? — HE} [e2(F2 + G2)+ R2(G2+ H?)] 
2 D gt(G2— F2} [h?(G2-+ H?)+ f2(H2+ F?)] 
se 3 AYCH? — C2} [f2(H2+ F2)+ g2(F2 + G2)]. 

Mais ces diverses expressions ne sont pas sous leur forme définitive; 


observant en effet que F, G, H n’y entrent que par leurs carrés, on 
pourra, au moyen des relations 


auxquelles je Joindrai 


f+g+hk=o, 


les faire uniquement dépendre des quatre quantités F?, PME 


On trouvera ainsi 








ee =—0(8g + gh+R)F2—(g—h)(282+ gh+ah?)l, 
260 
- D = fghl=—(8g +) ghl, 


Le =(g+h)g?h?l, 


a 





Œ® 


Al? 





=(g+h)} gt REF+4(g—h)(g+h) g2h21F* 
+(g$+Agth+ 128 +6 gS h5—5 9 ht +68 h5+i2 82h + 4 ghT+ RS) LE? 
—2gh(g—h)(g+38g$h+8gth+ ir sgh + 8gtht+ 3 gh5it+ 5), 


et la valeur de ® montre bien effectivement qu’il s’'évanouit pour 
l—0o et g—o, c’est-à-dire lorsque deux couples de racines 
deviennent égales entre elles. 

Les équations (1) peuvent aussi servir à démontrer immédiate- 


H. — IL. 26 
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ment ces identités remarquables données par M. Brioschi, savoir : 
No UM eo Us = Mo 20e 
Ua 14 + Ua + Us — y = Uo + 200, 

Ue— Uo— lo + Us + 1, = + 20, 

Ut Uo— y — 13 + y = Mo + 209, 

Ua Ho + Mi — lo — Uy = U3 + 203, 


Uo— Lo + 1 + Mo — Us = Uy + 204. 


Mais nous les employons principalement à l’étude des nouvelles 
fonctions cycliques du sixième ordre formées en élevant u et v au 
cube, et que nous allons joindre à U et V. 


X VIIT. 


Je montrerai en premier lieu que ces deux groupes de quantités 
U et uÿ, de natures si différentes au premier abord, peuvent être 
compris dans la même forme algébrique. Pour cela, je remplace 
les carrés F? et H?, dans léquation 


8ui — a A3(F3 + 3 F2H + 3 FH2—+ H3), 
par H?— 4 /g et F?+ 4 lg, après avoir divisé par 4, il viendra ainsi : 
ou3 = a(h3 F3 ASUS 36 ASF — 3e h3lH). 
J'opère de même dans la relation 
U,= ai[kFH?+ (A+ fgh)F2H + (A+ fe UF], 

ce qui donne 
U=a[hF3+ (ht fh — f2)h H3 

+(fi+afsh— FR G fhs—3 ht) —4(f8h +2 f2h2— ht) TH |. 


On voit donc que les deux fonctions cycliques du sixième ordre 
sont comprises dans cette forme 


Ps R)F3+ VC, R)H3+ o1(f, h)IF + W(f, h)CH, 


© et Ÿ étant deux polynomes homogènes du troisième degré, 2, 
et Y, du quatrième, et il y aurait lieu sans doute d’en faire l'étude 


ÉQUATION DU CINQUIÈME DEGRÉ. 405 


en recherchant l'expression la plus générale de ces polynomes qui 
permette d'obtenir ainsi des fonctions cycliques. Mais, pour ne pas 
trop m'’étendre, je me borne aux quantités U etuë, et, observant 
que l'expression 


ghl(uu, + vu), 


où fghl est proportionnel à la racine carrée du déterminant, est 
aussi du sixième ordre, j envisagerai seulement les expressions de 
cette forme 

mU+nu+ fehl(uu+vn), 


où mn, n, u., y sont des constantes, Cela étant, je me suis arrêté à la 
combinaison suivante : 


U—oui— fghl(6u + 40) = ©, 
d’où l’on ure 
O= [+ fehHS+(h—of)g2hlH + FHIF|], 
Coma Pr 2 ff) 2 ALP A IR] 


Oi= a[+ fghG+(g—o2h)frglG— RH], 
OL= a[— fghG—(g—0h)f?glG— hi IH], 


| Oo 2[— fehF3—(f—2g)RIfIF + g41G], 
O3=ai[— fghF3—(f—28)RfIE — g1G]. 


En opérant ensuite dans © la substitution ‘y L j'en déduis ce 
2V 
second système, savoir : 
(Oo ai[— fgh F3 +(f—2h)g? fIF — htIH], 
À Vo a5[— fgh F3 +(f—2h)g? fIF + hHUH], 
Ë Vi [+ fghH3—(hk— 028) f2hIH — gt1G], 
= a5[+ fghH5—(h—0g) FAIM + glG], 


| Vo af[—FferhGSi+(g—2f)h?8lG + FHIF], 
CVs= [+ fehGi—(g —2f)h181G + FF]. 


Maintenant Je prendrai pour la rec u cette expression où 
figurent quatre constantes qui tout à l’heure se réduiront à deux 
seulement, savoir : 


u=pO + p'O + 22* fghl(qu + g'r). 
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C'est dans cette détermination que se trouve le point le plus 
difficile et le plus important de mon travail, et elle ne pourra être 
jusüfiée que par les résultats qui en sont les conséquences, et que 


Je vais exposer. 
XIX. 


Je reviens maintenant, pour en effectuer la détermination, aux 
1 4) 
quantités précédemment désignées par R, S, T, et qui figurent 
dans la formule de transformation propre à la méthode de M. Kro- 
necker, savoir : 
R=u,+Up+ W(Uai+ Us), 
S=U+u,+uw(us— Uo), 
T=uzs—-u+o(u—u,). 
pe _n . « 
On se rappelle qu'on a posé w — VS faisant d'après cela, pour 
abréger, 
f——2ghF?—(fi+28h)(g =h)l + V5 fs, 
g=—2hfG—(g2+2hf)(h— f)l+V58l, 
p=— 0 fgH?—(h+ofg)(f —g)1+V5h31, 


on trouvera immédiatement 


MO Oo (0 = 0:)= ua te, 
O1 + Vi + w(O0,— DVo)=— wafAbH, 
© 3 — DV) + w (OÙ — DV, )=— War sy G, 

/ 


(1) 
Vous ris) Nat /iE, 
Van eo (CE = ar h he 
Vs Vo ufVi— Vi) =, 146990: 


Soit en second lieu 
f'=(n—g—V5f)ghl, 
g =(f—h—V5g)nfl, 
d=(s—f —-V5h)fet, 


ÉQUATION DU CINQUIÈME DEGRÉ. 405 
et l’on aura de même 


2 fghl[u+u+w(m+us)]=+ afft'F, 


2fghllmu+u+o(u—u)]=— af AbH, 
| 2fghllus—1+uw(mu—uw)]=— «gg G, 
Eh 2 fghl[ve+ to + (tr +03)]=+ wa ft EF, 
2 fg ht +0 + w(n— 10)]=— w16 20H, 


2f8&hl[ 03 — de + w(t1—0,)]=— waf gg Gr. 


Or il résulte des équations (1) que p et p' n’entreront dans R, S, T 
que par la combinaison wp + p', et des relations (2) que g et g' 
se réumiront dans l’expression analogue q + wg'; posant, en con- 
séquence, 
WP+HP=P  g+wg=A, 
on trouvera simplement 
R = ai f F(pt + af"), 
—T=agsG(ps+ 8), 
— S = 46H (pb + 4h"). 


La formule de transformation 3 — RST peut donc être présentée 
comme le produit de ces deux facteurs, qui, l’un et l’autre, sont 


des invariants, savoir 
fshFGH et al?(pf+at)(pg + ag") (ph + ab"). 


Le premier, qu’on peut écrire ainsi 


er 2 


af fghl 7 j 5 





met immédiatement en évidence une fonction rationnelle de la 
racine 69; mais il reste encore à donner explicitement au second 
cette même forme, et c'est ce que je vais faire, après avoir ajouté 
su n’a 


cette remarque, facile à vérifier, que la substitution 
2V ) 


d'autre effet que d’y changer le signe du radical Me 


XX. 


Comme élément essentiel de l’importante transformation qu'il 
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s’agit d'opérer, J'introduirai l’expression suivante : 
= ai(f—g)(g —hk)k—f)l. 


C’est un invariant, comme on le voit de suite, et de plus une fonction 
rauonnelle de la racine 6, car le facteur &(f—g)(g—h\h— f) 
représente l’invariant cubique de la forme du quatrième degré 
obtenu en divisant la proposée par £ —£,. Désignant donc par À, 
Âis As, 3, À; les cinq déterminations qui correspondent ainsi aux 
racines Eo, is Ge, ls is On auracces relations remarquables, 
SAVOIT : 

No— M = + aat(o— E1) He G3H:, 

Â0— Aa — 204 (60 — Es) G1 F3 F3, 

Ào—A3=—92at(to— 3) F1 FoG, 

Ao— ki = + 204 (E0 — Ë) Hi Ge H3; 
A—3=—02at(E Es) FG2F,, Ào— y —20t(Es—E,)FF1G3, 
1e Me oat(E A) CDD CH Le 
À3— A,=+2ut(Es— E,) HG: Hb, Ài— = + aout — Et) HH3G:. 


Pour les établir 1l suffit, par exemple, de démontrer celles-ci : 


Âo— M = + 244 (E0 — E1) Ho Gs H;, 
se 2 at (Eo — t2)G1F3F5, 


les autres s’en déduisant par une simple permutation cyclique des 
racines; or elles se vérifient au moyen des formes canoniques en € 
et r des facteurs de l’invariant du dix-huitième ordre et des quan- 
utés À elles-mêmes, dont voici le Tableau complet : 


Âo—=(54)*(1—e)(1—n)(e+n)(e —2n)(2e — 7), 
M=(ba)et=e)t=n)ttrn)ti=en)(n 2), 
A=(5u)ten(e+n—2)(e—2n +1)(n—2e+i1), 
A3=(5a)t(e+n—2en)(e — 2n +en)(n —2e+en), 
A,=(5a)n(i—n)(n—e)(1+e)(1— 2e)(e — 2). 


Cela posé, et en se rappelant que l’on a désigné par K l’invariant 
du dix-huitième ordre, on tre des premières multipliées membre 
à membre 

(DEN NN) DT RES ES 
ou bien 
16/K 


MO = LrFGn 
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en faisant, pour abréger, 
I(A)= (A — o)(À—M)(A—R)(XA — 3)(A —h), 


et, par suite, 
16/,K 


Os He 


pour les diverses valeurs de l’indice. C’est ce qui va permettre 
d'établir la proposition suivante : 


Tout invariant donné sous forme de fonction entière des 
racines, symétrique par rapport à ÉHReoles c cdudonEedenté 
en &s est multiple de 4, s'exprime par 


Lo+ A0 Li + À2 Lo + À3 L3+ AL, 


les coefficients L,, L:, ... étant des fonctions entières des inva- 
riants fondamentaux À, B, C. 


Soient en effet, pour un instant, 64, @,, ... les cinq valeurs de 
cette fonction; j'observe que le polynome du quatrième degré en À 


4 


« O, (À) 
TOUMÉTELTE 


0 





qui se réduit à @,, @, ..., pour À= 6, À— 


APPRPIDeutidiapres 


la valeur de Il (X,), s'écrire ainsi : 


F as F,GyH,8, (AR) 
Far > TP TE 0 FES A 


Or {, étant la dérivée du premier membre de l’équation pro- 
posée pour ec ON cut par un théorème élémentaire que 16K6 


s’exprimera en fonction entière des coefficients de cette équation. 
aiF,G,H, 
nu 
en est de même des coefficients des puissances de À. Or, d’après 


D'ailleurs les quantités 6, et sont des invariants, donc 1l 


la supposition faite sur le degré de 6,, leur ordre sera =o, mod4; 
ainsi ils seront tous le produit de K par une fonction entière de A, 
B, C, l'invariant du dix-huitième ordre disparaissant ainsi comme 
facteur commun, et l’on en conclut relativement à 6 la proposition 
annoncée. 
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Je vais l'appliquer à l’expression 
at2(pt+ gt") (ps + 49") (pb + ab), 
préalablement mise sous la forme 
O + ai fehly5e", 


où ® et ©’ restent invariables quand on fait la substitution PAIE 
q F 
2V 


mais, avant de commencer le calcul, j’ajouterai quelques remarques 
sur le système des quantités À. 


XXI. 


Je considère à cet effet la combinaison suivante : 
(De Do + Di04— Vols) — (ue + Url — Uolls); 
en employant les relations (1) du paragraphe XVIT, on trouvera 
qu'elle devient 
I 
AY CE ED) ESC CHE CG 
4 


— L [CS Fe) g2(He— G2)-+ (FE He) 


ou encore 
CN om mL El nm RL TN ON RON EN NNT 


et, par suite, que sa valeur est À5. En partant de là et effectuant 
sur les racines &,, £,, ... une permutation cyclique, on en conclut 
cet ensemble de relations, savoir : 


Ào = (Do Vo + Da 03 — D2D3) —(Uo lo + Willy — ls), 
À = (0 04 + Da 09 — D304)— (Ua ly + Uollo — Us ), 
À (0009 + 0301 — 0300) —(UMollo + Us 1 — UUo), 
À3 = (003 + 04 02 — 0001) —(UoU3 + Ugo — Molly ), 
= (00 + Do03— Vito) — (US Uz + Uolls — Milo). 


Or, en faisant usage de nouveau des relations (1), on voit que 
l'on pourra exprimer les seconds membres au moyen de F, G, H 
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et f, g, k. Ainsi, nous avons déjà 


40= af f2(2F2— G— H2)+ 82(2G2— F?— H2)+ A2(2H2— F2— G?)], 


et, en faisant, pour abréger, 


RE NO EE NO PRE EE 
P(XZ,Y,3)=— fx gy?— h32+2f yz +28 37 +oh'xy, 


on parviendra à ces expressions fort simples : 


PUR G, HN, 
A DORE CN), 
Ib Gi U), 
AR DS EN CU) 


On en tire ensuite les relations suivantes 


h—,= at F(gH+kG), Àk3—h = at F(g'H —X'G). 
sat G(RE + f'H), M—hk=a G(hEF—/fH), 
Ào — À1 — atH(fG+g'F), A4— h3= at H(fG—£2EF), 


et par conséquent, en employant les expressions précédemment 
obtenues pour les différences des quantités À, 


284 — É2) F1 Gs = 8H + R'G, ati HG; 
ee Hi Ho Pr Ho ENT MES AE. 
2(E— 1) HG =f'G+£SF, 2(E,—E3)G1H=f'G—£g'rF. 


Ces dernières équations multipliées entre elles conduisent à cette 
valeur de l’invariant du dix-huitième ordre, savoir : 


— 64 fghK = a 8FGH(g'2H2— h2G2)(h2F2— f'H2)(f2G2— g2F?). 


Nous parviendrons à l’égard de la même quantité à un autre 
résultat en considérant les différences À9 — À1, 9 — À, ..., et em- 
ployant l'équation 

16/K 


(o— 1) (0 — A2) (A0 — À3) (A0 — A) &FCH? 


on trouve, en effet, après quelques réductions faciles, qu’en faisant 
pour un instant 


Pit, Y,23)=f'(a?— yz)+ g'(y?—23x)+ h'(22— xy), 
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on a 
Ne (FCI) 
2(10—2)= 4 B(F, G, H), 
Us) 0 Pl, AGE 
D De cb CH) 


On en conclut par conséquent, en multipliant membre à membre, 


[K = c'8FGHI F'(F2+ GH)+ 2'(G+HF)+ L'(H2— FG)] 
X[f'(F2— GH)+ g'(G—HF)+ X'(H2— FG)] 
X[f'(F2+ GH)+ g'(G2—HF)+ A (H+ FG)] 
X [f'(F2— GH)+ g'(G+HF)+ X'(H2+ FG)]. 


Enfin, nous joindrons à ces expressions celle du carré de l’invariant 
du dix-huitième ordre, sous cette forme, savoir 


Ke a FGHe[ fe (fe) PAi]LFACF—2)Fe + fe0] 
X[gh(g—Rh)G— 8118 (es —f)G + 8°] 
X[LAF(R—F)H?— R?1][gh(hR— g)H?+ }27]. 


Elle se tire de la relation K?= U, U,, U, U,, U>:U:, en employant 


les égalités 


UUy= at? FT AfCh — f)H?— h21][8h Ch — 8)H2+ #20], 
Hs Us = CAT) Er ANR PES Er 
UiUs = SACS) CNT CSST) CR STE 


qu'il est aisé de vérifier. J’indique ces résultats, bien que je n’aie 
pas à en faire usage plus tard, pour montrer dans la théorie algé- 
brique des formes du cinquième degré le rôle des deux groupes de 
quantités F, G, H et f, g, k, qui servent de base au calcul suivant. 


NON EI: 
Un premier point à établir avant de mettre sous forme d’un 
polynome entier en À, l’expression 
Cp of7) (ps + 99°) (pb + ab’) 


est de montrer que la partie multipliée par le radical ÿ5, et qui 
seule, comme on l’a remarqué plus haut, change de signe par la 
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Fa. Ev 
substitution , contient dans tous ses termes le facteur fol. 


Eav | 
Or en faisant, par exemple, f — 0, et par suite 
trouvera 


g——h, on 


pt + qgf — 2phA?(F2— 9 hl)— 0h37, 
py+ ag =—pasl(i+y5), 
pb + gb = — pAsl(1— 5): 
d’où 
(pt + af) (ps + 99°) (pb + ob) = — 8p2h872[p(F2— 2h7)— Al], 


et l’on verrait que le radical V2 disparait pareillement lorsque l’on 
SUPpOSe 0 opt 0 Onpeutidonciéerire 


al2(pt + gt) (psg + 99°) (pb + 4h) = 0 + at fghl®", 


: 
où 6 et O seront invariables par la substitution | . , qui change 
LE | 

de signe le produit fghl, et par suite symétriques par rapport 
aux quatre racines £,, £2, Es, &,. Ces quantités, qui sont des inva- 
riants, réunissent donc les conditions du théorème donné au para- 
graphe XX, et, comme elles sont du douzième et du huitième 
ordre, on est assuré de pouvoir les mettre sous la forme de poly- 
nomes en À, du troisième et du second degré. Faisant ainsi 


(1) 8 + at fgh10' = Lo + ko Li À? La-+ AS La, 


les coefficients L;, L,, L,, L; seront respectivement d’ôrdre 12, 8, 
4 et o, el s’exprimeront au moyen des invariants fondamentaux 
et de la racine carrée du discriminant par ces formules, où Je pose 


L=5iA,  A—5iD 


? 
afin de simplifier quelques expressions, savoir : 


L3= «, 

LB Puy A, 

Li=c?+cAtug% VA, 

Lo = di + d'A + d'D + pL2ÿA + p'yA5, 


æ, 6, ... étant des constantes numériques qu'il s’agit maintenant 
de déterminer. 
À cet effet, j'observe que le premier membre de l’équation (1 
J | l I 
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peut être mis sous la forme d’une fonction homogène de F? et /, 
dont les coefficients contiendront seulement g et L, car 1l suffira 
d’y remplacer G?'et H? par F?— 47h, F?+ 4/2, puis d'éliminer f 
au moyen de la relation f+g+h—o. D'ailleurs le second 
membre est immédiatement de cette même forme, en vertu des ex- 
pressions des invariants fondamentaux obtenus au paragraphe XVII, 
et de la valeur 


h= a (f—8g)(g—h)(h—f)l=—-at(2g+h)(8—h)(2h+eg)t. 


Cela étant, je dis que dans les deux membres les coefficients des 
diverses puissances de F? sont identiquement les mêmes; car 
autrement on aurait entre F? et / une équation homogène qui 


» 


A 


pourrait donner T exprimé en g et À, c’est-à-dire une fonction 


de la racine £,, et par conséquent cette racine elle-même exprimée 
au moyen des quatre autres, puisque get À ne contiennent pas 64. 
On voit donc qu'il suffira de calculer ces coefficients des diverses 
puissances de F pour arriver par l'identification aux valeurs des 
constantes «, 6, .... En supposant HÉEATCT n'ayant pas égard aux 
puissances de £ supérieures à la seconde, ce qui rend les opérations 
faciles, on pourra ainsi les obtenir toutes, à l'exception de +, 
facteur d’un polynome en g commençant par le terme 2%. Mais, 
afin de simplifier encore, je vais, en considérant le cas particulier 
de f = 0, établir a priori que l’on à e— 0, d —0. Gette supposi- 
tion donne, en effet, 


À —— 24 h2(F2— 3 Al), 


120; 
D = a2h822(F2—4Rl), 
0 = — 24 h3 À 


et tout à l'heure on a obtenu 
(pt+ af!) (pg + ag) (pb + 9b)=— 8p2A872[p(F?—2hl)— qAl . 
L'identité qui en résulte, savoir : 


— 8x h918— 86h8/72(F2— 3 }hl) 
— 8chTI(F2— 3h1)2— 89 R(F2— 3h1)3 + d9"hSI2(F2— 4h) 
= — 8p2A8/2[p(F2— 2A7)—qAl], 


conduit immédiatement aux résultats annoncés. 
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Sans entrer maintenant dans tous les détails du calcul, j'en 
rapporterai les éléments principaux, qui seront d’abord les 
expressions suivantes, où l’on n’a gardé que la première puissance 
CUT Ue 7 CTCUPOO AN NOUeSIMDliler a AT ET, 
Savoir : 
A5 =8+36g+1828?, 
hd = — 2(4 +168 +138?) F2+8 + 208$ — 14 8?, 
MVA=—48g—168?, 
XoA —= 222 
ha =(4g+1482)F2— g —8g7?, 
he — 2 g2F?2+ Do 
D = 82F6— 482Ft+(1+48g+1228!)F+92g + 4pg?, 
MVA=—(4g+i282)Fi+(8g +i2g2)F?— 4g, 
V'A5 — O: 


En second lieu, si l’on fait 
(pt + at) (pg + ag") (pb + ob) = LFS+<MF#+ NF2+ P, 


on aura 


L = — SpEe 
M—— 8p5| +45 —(4 — 305)? | 
N——8pi—16p(2 —4ÿ5)g —8[(11—305)p5+ 8p2g — 2 par] g?, 


P —16p5— 8p2q + 4[14p—(9 + 595)pta + 2V5pa]g 
+S8[(r1+4ÿ5)p3+(2—1005)p29—(5— 45 )pa2+ 08] 22. 


Cela posé, on obtient sans peine : 


rie A ma ÿ5(— 2p5+ 5p2q — 2p?), 
CAEN Mi 0, 

Uo— A0p == 15pn = 712p92 710. P — 2ÿ/5p5. 

do 4 p5 + 32p?q —8p0% 

d"—— 8p?, 


La constante P/ reste donc seule à déterminer; je considérerai 
pour l'obtenir le cas particulier de g —1, k—1,ce qui donnera, 
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en supposant toujours 4 —1, /—1, 


 — — 6 F?, 

À =, 

D = 4F6+ 41 F2, 
IEEE 


on aura d’ailleurs 


(pt at") (ps + ag )(pb+b)= [—2p(F+495)+0av5| 
x[p(4F— DT 24(3 +y5)] 
x [p(4F2+ 9 +15) 29(38 —ÿ5)] 


et le terme indépendant de F2 suffit pour donner immédiatement 
PEN = Din 8 2 Pe is ZE 
P —ÿ5(— 449 UN POP ES AN Ut É 


Les éléments de la nouvelle formule de transformation de l’équa- 
üuon du cinquième degré, à laquelle conduit la méthode de réso- 
lution de M. Kronecker, sont donc maintenant complètement 
obtenus, et l’on a mis en évidence le mode d’expression de cette 
formule comme fonction rationnelle et entière de la racine &,, ce 
qui est un des résultats auxquels je désirais surtout parvenir. On 
observera que les valeurs de «, 6, ... prennent une forme un peu 
plus simple par le changement de à en 3 + 2p; on trouve alors en 
eftet.: 


Xp), ut —=—5(3p2q Ur 2pq?), 
c'=—15p2q +i2pq+ 4,  p —=2V5pt, 
d'—+ 28p5 — 8py?, p'=V5(50p3— 5p29— 18 pa? + 44), 


d" _—__— 8 pé, 
d’où l’on conclut 


[pH 21) + at [ps + 29) + 981 [Cp Ch + 20°) + ab] 
— D 8D + 28% A + 20254 + 50543 )— p2a(Ao +54) 
— 2 pq? (A2 VON MON A EL UA + 9ÿ5A5)+ 493 (X5A +543), 


et c'est en multipliant ce résultat par af fo FGH que s'obtient en 
résumé la valeur de 4. Or on va voir qu’on est ainsi ramené au type 
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de substitution donné par la formule 


loi(T, 1) Fum(Tu)+Po:(Tv, 1)+ww(r, 1 


Jatæ, 1) 


que J'ai employée au commencement de mon travail. 


XXII. 


Après avoir été précédemment conduit à exprimer en fonction 
des racines les invariants des formes du cinquième degré, nous 
allons d'une manière analogue définir quatre covariants cubiques 
d'ordre 3, 5, 11, 19 qui s'offrent d'eux-mêmes dans la nouvelle 
formule de transformation à laquelle nous venons de parvenir. 
N'ayant d'autre bul en ce moment que de rattacher à un point de 
vue commun les deux méthodes de résolution que j'ai étudiées, je 
ne chercherai pas à étendre au delà de mon objet des considérations 
qu'il serait peut-être intéressant de généraliser, et Je me bornerai 
aux résultats suivants. 

J’observe que, l’expression 4° FGHX étant symétrique par rap- 
port à E, Ë, Ës, 65, On pourra écrire 


BG FGHAZ—aNES + AËS+ 3BE2 3B'E + A" 
les coefficients N, À, ... étant des fonctions entières de ceux de la 


IOPMEDrOposCe tr) D mom )oNiM RC estCCTque 


l’on reconnait par l'égalité 


us RC Hy A MIE JiCS EE) 


+ 
a N 4 AËS + 3BE2+ 3B'È _ A — VA el 
ts De J'e(Ëv; 1) EE? 


0 


qui a lieu quel que soit &, et d’où l’on tire pour le coefficient de £* 


v-ÿ, a F,G,H, À} 
er nu be ue 107 
Je (Es, 1) 


cette valeur 


ou, plus simplement, 


N tu D œ? F, Gy H, 9 
Ù (4 


0 
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e2F,G,H, 
l 

est, par rapport aux racines, un invariant comme }),. Ce coeffi- 


Or on a déjà remarqué, paragraphe XX, que la quantité 


cient N se distingue donc de tous les autres en ce qu'il est un inva- 
riant dont l’ordre est 4n +2, de sorte qu'il s'évanouit en suppo- 
sant 2 inférieur à 4. 

Cela étant, je dis que 


Az3i+ 3Bzr?y + 3B'ry?+ A'y3 


est un covariant de la forme du cinquième degré, et je l’établirai en 
cherchant ce que devient l'égalité 


SFGHAR= AËS+ 3BE2+ 3B'E, + A 


appliquée à la transformée F(X, Y)=f(mX+mY,nX+nY). 
Faisant à cet effet Ô — mn!— m'n, et remarquant que les racines 
n' Ey 771 


M — nEy 


de l'équation F(X, 1)= 0 sont les quantités » On trouve 


que le premier membre devient 
a3 FGH À? 


EE O10n+9. 
FE 0 


Si l’on désigne par À, 3, ...les valeurs de À, B, ..., lorsque l’on 


y remplace a, $, ... par les coefficients de la transformée F(X, Y}, 
on aura 


a FGHXY gone a (TE) pes RE ME | or 


(m— n£o} m— nt, m — nt) m— no 
et, par conséquent, 


1072+-9 


Aë+3BE+3B'E, + A à 
(mm — n£o)? 


afrhnn) ss(renm), so nbm a 


m—nË) m— nt, m— nt 


Cette égalité, ayant lieu en substituant à &, l’une quelconque des 


racines, est identique par rapport à cette quantité, et l’on voit 
facilement qu'en faisant 


æ=mX+m'Y, Y=nX+n'Y, 
on en conclut 


(Axi+3Br?y+3B'xy?+A'ys)010n+6— AXE 3BX2Y +3D'XY2+ AVE, 
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de sorte qu'aux valeurs 7 = 0, 1, 2, 3 correspondent bien, comme 
on l’a annoncé, quatre covariants cubiques d’ordre 3, 9, 11, 15. 
Cela posé, et en les désignant pour un instant par o5(7, y). 
D1(%,Y), Pa(X, Y), 93(x, y), Je reviens à la formule 


(1) az = of fehFGH(Lo+ XoLi+ À? Lo À Li), 


où l’on a, d’après les valeurs de «, 6, ..., 
L3= — p?a, 
L, = —ÿ5A(3p2q + 2pq2}, 
Li=—A(5p?q —12pq— 44), 
L, = 4 A(28 p3 — 8 pq?) — 8 (D p3 


+ ÿ54[2db2p5 + A(50p5 — 5p2q —18pq? + 495)]. 


Or, en multipliant et divisant par «/ = fi(£o, 1), elle prend cette 
forme 


VEN 1 Do (Eo. 1) + L; o1(Ë0: 1) + L> Do(Eo, 1) + L; o3(Ëos 1) 
2 


LAN AA VUE 
J'e(£os 1) 


et c’est Le type de substitution que je voulais mettre en évidence, 
les indéterminées £, u, P, w étant remplacées par L,, L,, L,, L;. 
De plus, on reconnaît que les covariants 6,(x, y), o,(x, y) sont 
précisément ceux du troisième et du septième ordre dont j'ai fait 
usage, el la relation 


O1 (Ëo: LV a FGH 10 


donne même une démonstration nouvelle de ce fait, établi au para- 
graphe VII, qu'on a w,(65,1)—0o lorsque Ë, est une racine 
double (t). Mais je remarque surtout cette conséquence que 
l'équation transformée en 3 étant ($ XI1) 


5 B 560 BAC ë 
oi (9 JRSMRALTES 


(2) 35 + AU 75 LH 


1% 
4 


(ÉSNaleursrenir et dés RP ET SAVOIE lee 





(1) A l'égard des formes du troisième et du quatrième degré f(x, 7), le cova- 
riant quadratique ou Hessien, quand on y fait æ = Ë,, y = 1, a pour valeur le carré 
Je (Eos 1) et le covariant du troisième ordre le cube de la même quantité. 


H:— II. 37 
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font disparaître le coefficient de z?, propriété bien remarquable de 
la forme cubique en {, u, v, w qui représente ce coefficient. 

Un autre point de vue sous lequel on peut encore envisager la 
formule (1) résulte de l'équation 


16/K 


M(h)= For’ 


établie au paragraphe XIX, car elle conduit à cette expression où 
n'entre plus que la quantité À, savoir 


L —+ À LE; —- À2 12 = À3 L: 
>. 6 K À 0 0 É 022 0 x 
US Cho) 


L'équation proposée f(x, 1) = 0 disparait donc pour faire place à 

celle-ci : I(À)= 0, qui est directement ramenée à l’équation (2). 

Ce résultat obtenu, il ne reste plus, pour arriver à la résolution 
) 14] 

par les fonctions elliptiques, qu'à calculer l’expression de la quan- 


F 4 , Q , . ) 
tité À, afin de déterminer par l'équation À — 0 le rapport 2 
L 


XXIV. 


J'ai indiqué au paragraphe XIT par quelle voie M. Brioschi avait 
été conduit à l’équation en 3, et je rappelle succinctement qu’en 
désignant par w, une fonction cyclique des racines de l’équation 
générale du cinquième degré f(£, 1) = 0, qui change de signe par 








RCE Ey ï 
la substitution EL et nommant w; ce que devient w., par la sub- 
4&V 
NUE Ey À Me 
sutution | : l'expression suivante, où € est numérique, 
3V°7 
savoir 


z=el[u,+uy+w(ur+ U3)] 
X[u+u,+uw(u,— u)|] 
X [u3— ua + (ui — u,)|, 


satisfait à l'équation 


z(9B?— AC) I Tr 


5B 
BB ————— 3 — — | 


SET ro 44 45 


les quantités À, B, C et IT s'exprimant rationnellement par les 
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coefficients et la racine carrée du déterminant de la proposée. C’est 
dans le cas particulier de A —=o que cette équation est immédiate- 
ment résolue par les fonctions elliptiques, et l’on a trouvé qu’en 


faisant 


AoV5 = UNE Uj + Uo + Uz + Ur, 


L ra 
> AiV5 = Up + DU + Op Us + D? U3 + DU, 


I 
5 A2V5 = Uo + 0 U; + p? us + Us + pit, 


où o est une racine cinquième de l’unité, donnant 


V5 = pit pp pt, 


on avait 
À — A —— A, A. 


Cela posé, voici comment s'obtient cette quantité si importante 
lorsque l’on prend pour uw l’expression dont j'ai fait usage 


u=pO+pV+ocfshl(qu+ ag). 


On a vu que les quatre indéterminées p, p', q, q' se réduisaient, 


dans la valeur de z, aux deux suivantes 


Pp=wp+p', j=g+wg, 


de sorte que l’on peut supposer p — 0, g'— 0, ce qui donne plus 


simplement 


u=pŸ +oatfshlau, 


ou encore, en changeant 4 en 4 + 2p, comme au paragraphe XXI, 


u—=pOQ—+oatfghl(q +2plu. 


Or, on a pour les six valeurs de Ÿ et ü ces expressions 


OV ai[—fehF3 +(f—2h)g? fie — RtIH], 
Vo af[— fShAFS+(f—2h)g? flF + hktTH], 
— 06[+ fghH3—(h—28)f?hIH — g*lG], 
= a$[+ fghH3—(h—28)fhlH + gt1G], 
Oo = af[— fghG3+(g—2f)hglG+ FF], 
Di Le rh GI (22 REG EE JA URT, 


CES 
el 


2u,=+a42h(F +H), 
2U=+atA(F—=H), 
20 =—22g(H—G), 
au, =—22g(H+G), 
QUo—=— 02 f(F — G), 
2u3=—2f(F +G). 
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Elles montrent qu’en supposant G—0oona 
q PP 


OE no ll — U,, 


Ua, Mo = Us, 


el, par conséquent, Ui—Uy, Uo— Us, de sorte que l’équation 
À = o devient alors une somme de deux carrés, savoir 


(ee u 


2 
"ue u) +[u+(p +pt)ui+(p?+ péju:] = 0, 


2 
V5 —1 
TER 2 


ou encore, en faisant toujours w — 


UPS EALL 2 D # 2 
(= +uu) + (ra He ) = 0. 
2 2, 


Mais hypothèse G — o revient à supposer nul l’invariant du dix- 

huitième ordre, ou bien à établir entre les invariants fondamentaux 

de la forme du cinquième degré une relation du trente-sixième 

ordre, et, comme la quantité qu'il s’agit d'obtenir est seulement du 

douzième, cette relation ne pourra la modifier en rien, et c’est en 

me plaçant dans ce cas particulier que je vais en faire le calcul. 
J’observe d’abord que les égalités 


G2— H2= 4 /f, H2— F?2— 4/g. F2— G= 47h 


donnant pour G= 0: H?=— 4/f, F?=— 4h, il suffit, pour ob- 
tenir les invariants, d'employer cette valeur de F? dans les ex- 
pressions du paragraphe XVII. Mais on peut éviter ce calcul, car 
les invariants, fonctions symétriques des racines, ne changent pas 


ul 


es- 
t : ; ; y 
de valeur en effectuant la substitution suivante : x 
ë 


( SV? 
change F, G, H, jf, g, À en G, —H, —F, g, À, f; ainsi l’on a, 


par exemple, 





5+A À 
= =—2(8 + gh+hR)F?—(g—h)(282+ gh+2h?)l 


CA a+ 


=—2(hR2+ hf + f?)G—(h— f)(2h+ hf +2 f?)1. 
Or cette dernière expression donne immédiatement 


“h | | 
— = —(h—f)(2h2+ hf + 2f2)1, 


a+ 
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et l’on aurait de même 


Œ 
aie 


=—2hf(h— FICRS+ SAS HS PH IL RFI SRI HR RFS + FE). 


LOUER 


Cela posé, en faisant w'— , on trouve pour G =, 


après quelques réductions faciles, 


= U + ous = af[w f2(f — gw)p+ fgh(h — fo)allrF, 
Us — Uo ! 
Ut To = [w' A (f— gw)?p — fgh(g — hw)a]/H, 


2 


et 1l vient, pour la somme des carrés, après avoir remplacé F? et H? 
par 4lhet —4lf, 
qal(f — go) [(f3u2— h3w'?)] fhl. p? 
— 8a2(f—gu)[(t—w)h —(—w)f] 828. pq } = 0. 
+ Aa Th(R — fo) f(g — hw}]f?$gh2085, 4? 


Soit donc, en me bornant au coefficient de p?, 


Los) CRUE REA 
= à A3 + &' AA + à” D + B A2 VA + B'V/AS. 


On trouvera d’abord x — 0, en supposant f/ — 0, et, après avoir 
supprimé le facteur fh, il suffira de faire f— h, f—— 1h, f—0, 
et enfin de comparer dans les deux membres les termes en f6, 
pour obtenir bien facilement | ; 
I — = 
MEN VAN E 6—— -V5, B'= - 53. 
Le calcul des deux autres coefficients est plus facile encore, et 
l’on obtient en définitive l'équation 


2/5 A — 4/53 A3 


er UL +453 A) A pq — 2(% — 3/5A)A 0? — 0. 


Ce résultat complète l’étude que je me suis proposé de faire de 
la méthode de M. Kronecker, en prenant pour point de départ les 
quantités u, v, Ü, Ÿ et Je serais au terme de mes recherches si la 
marche que j'ai suivie ne conduisait encore à une autre fonc- 
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uon cyclique dont je vais dire quelques mots. Aux expressions 
U.=atFF,ER EF, et V,=atHH,H,H;H,, composées avec les 
facteurs F et H de l’invariant du dix-huitième ordre, on peut 


Év 
Euv 


laisse invariable, de sorte qu’on en déduit, en la multipliant par u, 
ou par u., une fonction du huitième ordre, changeant de signe par 


joindre celle-ci : W,= 09 GG, G2G3G;, que la substitution 





cette même substitution, et que l’on peut par conséquent prendre 
pour uw. Soit donc ainsi u — pu W + qu, on aura, à l'égard de 
l'équation À — o, cette conséquence remarquable que les coeffi- 
cients de p?, pq, g? étant du seizième, du dixième et du quatrième 
ordre, cette équation ne contient pas le terme en pg. Mais j'ajourne 
l’étude de cette nouvelle espèce de fonctions, et je vais terminer en 
reprenant sous un autre point de vue la question déjà traitée des 
conditions de réalité des racines de l’équation du cinquième degré. 


XXV. 


En désignant par À, B, C les invariants fondamentaux et posant 
D A?+128B, 


D; 25 AB +160, 
N = Di — 10ABD, + 9B°?D, 


Il 


j'ai donné au paragraphe X, pour les conditions de réalité des 
cinq racines, ces trois criteria : 


Di0 BD; < 0, No; 


qui sont du huitième, du vingtième et du vingt-quatrième ordre, 
et l’on a vu que, les conditions B> 0, D, <o ne pouvant jamais 
avoir lieu simultanément, le second criterium donne à la fois B<o, 
D,> 0. Or il est bien remarquable que le théorème de Sturm, 
appliqué à l'équation en X, reproduise exactement les mêmes résul- 
tats, et c’est ce que je vais établir avant de donner le procédé qui 
conduira à des criteria d’un ordre moins élevé. Voici d’abord, en 
posant avec M. Sylvester 


SAR 9 A3 — 211(AB —+ C), 
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cette équation en À, qui a été calculée par le P. Joubert, 


NA. 


À : j À \+ a D: TA a 
(5) —5a(à) +10D(à) —10(3AD—2A)( à) 


+ 5D(5D—4At)( 2) — D(roBA — gAD 100 A0: 





Cela posé, on trouve, par le calcul direct du premier terme des 
fonctions intermédiaires et en supprimant un facteur numérique, 


Vo= B\3+..., Vs=—N+.... 


Mais, pour la quatrième fonction, les expressions des différences 
des quantités À, données au paragraphe XX, montrent qu’elle con- 
tient en facteur le carré de l’invariant du dix-huiuème ordre, et l’on 
trouve ainsi, pour le coefficient de son premier terme, l'expression 


D (frg&vh EF, GE, )? 99 K 2D,. 


Quant à V;, on obtient K*D, d’où 1l résulte qu'en supprimant les 
facteurs K? et K* on retombe bien sur les criteria déduits de la 


forme quadratique 


D, — 6GBDte — D(D; — 10 AB )e? 
+ D[— Bu?+92Di;uw+(9BD — 1oAD;)w?]. 


Je remarque jencore que l'équation en À donne un système 
simple des covariants doubles en x et x’ définis au paragraphe XI, 
et servant à déterminer par leurs signes le nombre des racines 
réelles de l’équation proposée f(x, 1)= 0 qui sont comprises entre 
les limites données. En effet, on peut prendre, en désignant tou- 
our Ce Cine parer Er 2 ClDOSan tu =" 0T, 1); 

T'— To 


Vin Re 0 


LT — To 
(&'— Lo)(z'— 1) 
CN vas | 


(me — Lo) 24 US Arve nan: 


(T — æ5)(T —%1)(X — Le) 


CV 


Quant à Ÿ,, on supprimera le facteur K?, amené par les sym- 
boles € qui contiennent quatre des racines À, et enfin on prendra 
Ÿs= f(x, 1)D. On voit qu'ainsi Ÿ, sera du premier ordre, Ÿ2 du 
neuvième, Ÿ, du vingt-cinquième, Ÿ, du treizième, et Ÿ; du neu- 
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vième. Mais j'arrive, sans m’arrêter plus longtemps sur ce sujet, a 
la méthode élémentaire, et qui donne pour les conditions de réalité 
les criteria du quatrième, du huitième et du douzième ordre, et au 
nombre de trois seulement. Elle se fonde sur ce que les quantités 
U, do, --. satisfont à l'équation suivante 


ui? + (Jb + 3YA)u10 + [rCR NS se | u8 + Dus 
4 
ne: ra + Va) + s| Au (it — 3ÿA)A2u2 + A3 — 0, 


que l’on forme très facilement, et dont les coefficients seront tous 
réels si nous supposons le discriminant À positif, ce qui est, dans 
la question présente, le seul cas à examiner. Or, en revenant à 
l'expression d’une des racines, par exemple 


Ur = A (To— L1)(Ti — La) (To — La )( T3 — Tr) (Ty — To), 


on reconnaît immédiatement que, +, étant réel, +, et æ3 imagi- 
naires conjugués, ainsi que æ, et 4,, on obtüent pour w, une 
quantité de la forme MEME dont le carré est essentiellement né- 
gatif. En établissant donc que l’équation en u n’a que des racines 
positives, c’est-à-dire que son premier membre n'offre que des 
variations, on aura les conditions à la fois nécessaires et suffisantes 
pour que les racines de l'équation du cinquième degré soient toutes 
réelles. Si l’on convient de prendre positivement VA, on parvient 
ainsi à ces résultats fort simples 


A0 VIE VAR 0. (D 20; 


et il est visible que le cas des quatre racines imaginaires sera 
caractérisé par un changement de signe des deux dermiers criteria, 
en conservant la condition A > 0 (!). 


(1) Nous n’avons pas signalé toutes les erreurs de calcul qui se trouvaient dans 
ce Mémoire, et qui ont été corrigées par M. Bourget. Celui-ci a refait tous les 
calculs, sauf en deux points. Il a admis que la réduite du cinquième degré de 
l'équation du sixième ordre était exacte dans le travail du P. Joubert sur les 
équations du sixième degré ( Comptes rendus, t. LXIV). Il a admis comme exacte 
également la formation de l'équation en (à) (p.423) et le calcul des premières 
fonctions de Sturm. RP: 


SUR LES INVARIANTS 


DES 


FORMES DU CINQUIÈME DEGRÉ. 


SALMON, Algèbre supérieure, trad. O. Chemin, 
deuxième édition, 1890, p. 557. 


C’est dans la théorie des formes du cinquième degré qu’on voit 
s'offrir pour la première fois un invariant gauche, c’est-à-dire un 
invariant qui se reproduit changé de signe dans toute transformée 
de la forme proposée par une substitution au déterminant —1, 


cr 


re : 


S1 la forme du cinquième degré décomposée en ses facteurs linéaires 


telle que par exemple 


ou bien 


est ; 


P—a(r —2y)(r—27)(r — 22y)(x —237)(x — 7), 


son expression en foncüon des racines s'obtient comme il suit. 
Posons, pour abréger, 


(mn) = Lynn — Ln; 
on aura 


K = at5[(o1)(04)(32) + (02) (03) (14)][(or) (02) (43) + (08) (04) (12)][(or) (03) (42) + (02) (04) (31)] 
X [(12) (10) (43) + (13) (14) (20)1[ (2) (3) (04) + (14) (10) (23)][(12) (14) (03) + (13) (10) (42)] 
X [(23) (21) (04) + (24) (20) (31)1[(23) (24) Go) + (20) (21) (34)][(23) (20) (14) + (24) (21) (03)] 
X [(34)(32) (10) + (30) (31) (42)1[(34) (80) (21) + (31) (32) (40)1[(34) (31) (20) + (30) (32) (14)] 
X [(40) (43) (21) + (41) (42) (03)1[ (40) (41) (82) + (42) (43) (ox)] [(40) (42) (31) + (41) (43) (20)]. 
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Cela étant, je vais résumer dans cette Note plusieurs résultats 
relatifs aux facteurs de l’invariant gauche et qui donneront sous 
un nouveau point de vue la détermination des invariants dans les 
formes du cinquième degré. 

Soient à cet effet (!) 


F =(o1)(04)(32)+(o02)(03)(14), 
G=(o1)(02)(43)+(03)(04)(12), 
H =(o1)(03)(42)+(02)(04)(31), 


et convenons de représenter par F,, G,, H, ce que, deviennent 
respectivement ces quantités, en ajoutant le nombre y aux indices 
des racines Z6, æ1, ..., pris suivant le module 5. L'expression de 
l’invariant du dix-huitième ordre sera ainsi 


Ki a18, FGH.F, Gi Hi. F2 G2 He. F3 G3 H3.F, G H:, 
et en premier lieu je donnerai le moyen de connaître comment 


s’échangent entre eux les quinze facteurs, lorsqu'on effectue sur 
les racines une substitution quelconque. Or, à l’égard de la substi- 











: T 
tution | » On aura pour résultats 
Toy 
5 Fe EE F>, 1 Ex F, 
ñ . 
— H, — H;, — H;, — H;, — H; è 
2° G, Ga, Go, G3, Gr , 
ee G? y Go, S G,, are Eu ne G3 ; 
3° H, H;, EH, H;, H, | 
1e Fe; K;; Fi: F3; 
La substitution donnera 
T'as 
[° ; Es EF; F>, F3, F, À 
Fe G3, — H,, — H;, — Ge d 
2° | G, Gi, Ga, Ga, G L 
—1C, — H;, — F,;, HS H; d 
30 


| H, H;, H, H3, H, 
THON LS GC RESTES 





(‘) Voyez mon Mémoire Sur l’équation du cinquième degré. Paris, Gauthier- 
Villars et HERMITE, Œuvres, t. IL, p. 347. 
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Et comme toute substitution entre cinq quantités résulte de la 
composition des substitutions élémentaires 


Eva 


T\y+1] Lay \ | BAENE) 


on pourra, par ce qui précède, connaître l’effet d’une permutation 
donnée des racines sur l’un quelconque des quinze facteurs. 
En même temps que F, G, H, je considérerai les quantités 


J =(31) (24), 
& =(14)(23), 
h=(2)(34), 


et je désignerai par f,, 2, h, ce qu’elles deviennent en ajoutant y 
aux indices des racines. Cela étant, on trouve que la substitution 
Ty : AE 
_ opère les changements que voici : 
[° | J; Ji Ja J3; Ve £ 
PURE URE PRAET TEEN | 


&) 81) 52 53: 4 F 

pat À st rt — Eh tel) mais Ÿ 

30 | A3 ne ho, ha, h, : 
Jo HE, — fr — f1; — f3 


Quant à la substitution 





æ re! 
4 : elle donne pour résultats : 
T3vs 


Pre 
ne 83) hi, hi, #52 | 


) 5» 1) 2 3 4 E 
| CE ha, Li fi Ro |? 


30 | fs he ho, ha, h 
h, 13: 4 £°1: fe 


D'où l’on voit que les deux groupes de quinze quantités se per- 
mutent de la même manière, sauf certains changements de signes, 
quand on effectue les mêmes permutations sur les racines de la 
proposée. Mais le lien que nous établissons entre elles se justifie 
plus complètement, d’abord par ces relations où, pour abréger, on 
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fait 
l =(o1)(02)(03)(04), 
Savoir 
G2— H? = 4 lf, 
H2— F2 — 4 lg, 
F2 — G?2— 4 lh, 


et ensuite par cette remarque que les divers produits 


d'Esyyaa2F;, 8%, a, y, 
dGyfr, d'Gygv, a'Gh, 
d’'H,f,, aH,g,, a’H,,, 


a étant le coefficient du premier terme de la forme du cinquième 
degré, sont des invariants. Ces produits donnent lieu à ce fait 
algébrique que neuf d’entre eux, correspondant à la même valeur 
de l’indice y, suffisent pour en déduire linéairement tous les autres. 
On a, en effet, les relations qui suivent: 


PEN Ff—Gh+Hz, 
2G81= Fes+Gf+H, 
2Hhk;= Fh—Gg—Hf; 


2F: fo =—Fh+Gg—-Hf, 
2G22g=—-Ff+Gh+Hz, 
2Ho9h2=—FSgS—-Gf+H; 


2 F3 f3 =—Fh—Gg—H f, 
2G3g3=+Ff+Gh—-H2z, 
2H3h3=—FSs+Gf+H4; 


2F, fs =+Ff+Gh+Hz, 
2G,gi=—FS+Gf —Hh, 
2H,hk,=+FRh+GSg—-Hf. 


Tous les autres sont d’une forme presque aussi simple, et en voici 


le type : 
2Fih=FhA+GS+H(h — Zg), 


2Hg=F(f—-h)—-Gf+ HA, 
Gif 1= PE Ga TOUTE, 


eu ee so els lee ee 0 ©  d'e'e 910 eue 0107116 je,ù le 1216, sue 
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De là résulte la possibilité d'exprimer au moyen de F, G, H, 
d’une part, f, g, h, de l’autre, des fonctions des racines de la forme 
proposée qui sont des invariants. Considérons, par exemple, 
l'expression 


POP ETAPE Te ES: Er ft, 


qui est évidemment cyclique. En vertu des relations précédentes, 
elle prendra cette forme très simple 


HOTA) H(e F\ 


Les fonctions FF, F:F,F;, HH,H,H,H;, qui sont également 
cycliques, s'expriment d’une manière analogue. En faisant, pour 
abréger, 


HART EEE 
g' = g+fh, 
h'=hR+ fg, 


jai montré dans mon Mémoire Sur l’équation du cinquième 
degré qu'on a 


FERE3EF, = FC ÆHA3+<FHhh"+ h20), 
HH, H, H; H, — H(— F2/f3 + FH ff" + f'21). 


On obtiendrait pareillement 


CO Ci CG Cle GAUT EN)e PU free 
+(ft—2f3h—5fh?— 3 fhè+ Rt)T]]. 


Mais, dans ces formes si simples de fonctions compliquées de 
racines, le caractère cyclique de ces fonctions n’apparaît plus 
d’une manière évidente, et pour le retrouver il faudrait toute une 
théorie, qui me mènerait bien au delà de mon objet actuel. Je me 
propose en effet, en considérant des expressions non seulement 
cycliques, mais symétriques, d'établir que tout invartant dont 
l’ordre est multiple de 4 est une fonction homogène de F? et 
l'ayant pour coefficients des polynomes entiers en g et h. 

Dans ce but, je considérerai les diverses déterminations de la 
fonction suivante 


u=(o1)(12) (23) (34) (40), 
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qui, mulupliée par a?, donne évidemment un invariant. Ces 
déterminations, au nombre de vingt-quatre, sont deux à deux 
égales et de signes contraires, et peuvent ainsi se réduire à douze, 
que je partagerai en deux groupes et désignerat comme il suit : 


(QU (or) (r2) (23) (04040), 
| uÿ=(03)(34) (41) (12) (20), 
wi =(14)({o) (02) (23) (31), 
[és 16003) (54) (42); 
| uy=(31)(12) (24) (40) (03), 
u,=(42)(23) (30) (o1)(14); 


=102.)02%9 (Or) (30.), 
Po— (04) (42) (23) (31) (10), 
Di= (10) 0)64116%2)@0r), 
P=(21)(14) (40) (03) (32), 
Pa=(32) (20) (01) (14) (43), 
v,=(43) (31) (12) (20) (04). 


or. e 4 & 4 Ty Por 
P. à été tiré de 4, par la substitution | ë u, et 9, ont été 
2V 


respectivement déduits de w, et v, par la substitution | : £ 
T3: 


enfin w; et #; de u, et v, en ajoutant le nombre £ aux indices des 
racines pris suivant le module 5. On sait qu'à l’origine de la 
théorie des invariants on a considéré comme fonctions symétriques 
des carrés de ces douze quantités les invariants fondamentaux du 
quatrième, du huitième et du douzième ordre des formes du cin- 
quième degré. Ainsi l’on a, en désignant avec M. Sylvester l’inva- 
riant du quatrième ordre par J et le déterminant par D, 


at(ui+ui+ui+ui+tui+u?)=— 6] —3,5/5D, 
ar (p2 + 02 + 02 + 02 + 02 + p?) =— 54) +3.52/5D, 
et la somme des produits trois à trois des carrés conduit à 


AQU USER VE OP PER) 


C2 


4.59(48JK — 768L — A), 


en adoptant les dénominations du même auteur. Or on a, comme 
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on le vérifie sans peine, ces deux systèmes de relation, savoir 


[au =+hRA(H+F), 20,.=—+f(H—F), 
au—=—h(H— F), 209=— f(H+F), 
2U= + 8(G—H), 21—=+ A(G+H), 

Vue 2 CEE) 2p0,=— hA(G—H), 
Q2U3=+/f(F— G), 20a=— g(F + G), 
ou3=—/f(F + G), 203=+ g(F — G). 


On en déduit, en faisant la somme des carrés, l’expression de 
linvariant du quatrième ordre J, sous la forme 


aï[(2F2+ G+ H2)f2+(2G2+ H2+ F2)292 
On IRIS GA or 


et, si l’on écrit la somme des produits trois à trois, u=uÿu?+..., 
de cette manière : 
(uè+u$)(uf+ui)(ui + ui) 
+ ui ui(ui+u?+ui+ ui) 
+—ujui(ui+ui+ui+ ui) 


2 u2(u2 2 2 2 
+ usui(ui+ui+ui+ ui), 


on parviendra à l’invariant du douzième ordre, exprimé comme 
LOUIS 
215%(48JK —768L— A) 
= 4al2(F2+ G)(G2+ H2)(H2+ F2) f222 A2 
+ at2( F2 — H2}[(F? + G?)g2+(G2+ H°?) A2] fi 
+ ai2(G2— F2}[(G2+ H?)A42+(H2-L F2) f2] gt 
+ al2(H2— G[(R+F)f2+(F2 + G)2?]Aht. 


Adoptant donc le discriminant 55D — af f?g?h?l? pour inva- 
riant du huitième ordre, la proposition précédemment annoncée 
se trouvera démontrée à l'égard de ces invariants fondamentaux, 
en observant que F, G, H n’y entrent que par leurs carrés, de 
sorte qu’au moyen des relations 

G2— H? = 4 {f, 
EH — F2 = 47/3, 
E?2 — G2= 47h, 


et de celle-ci qui en découle 


f+g+h=o, 
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on pourra effectivement les exprimer par F?, 9, L, {. Nous obten- 
drons ainsi 


54) —=— at[2F2(g2+ gh+h)+(g— h)(28?+ gh+2h?)l], 
55D = añ(g+h}) 22h20, 


4.5%(48JK — 768L — A) 
= a[F(g + AP gt GE U(g—h)(g+hP eh 
+ F2/2(28 +4 gTh + 128$ h2 + 685h3— 5gtht 
+ 683h5 +128 h$+ 4ghT+ RS) 
—2085h(g—h)(g$+3gh+8gh+r1g8h8+8g?ht+< 3 ghs+ hi)]. 


Or, ces expressions sont des fonctions homogènes de F? et /, dont 
les coefficients sont des polynomes entiers en g et k, et il en sera 
de même par conséquent de leurs combinaisons entières qui 
représentent tout invariant de la forme du cinquième degré dont 
l’ordre est multiple de quatre. J’ajoute qu’un invariant donné ne 
peut être obtenu de deux manières différentes, comme nous venons 
de le dire; car, en égalant deux expressions de cette nature, on 
arrive à une équation homogène entre F? et /, qui pouvait donner 


F2 , e . . ; 
Tengeth,c est-à-dire une fonction de la racine x,, et par con- 


séquent cette racine au moyen des quatre autres, puisque g et À 
ne contiennent pas Zo. 

Je terminerai cette Note par ce qui concerne, au même point 
de vue, l’invariant gauche, et à cet effet, en posant comme plus 
haut 


f'=f+ eh, 
anne 
= R+ fs, 


j'emploierai les relations suivantes qu'il est aisé de vérifier, 


savoir 
2(T, — Le) Fi G3 —= Hg" + GA, 


2(Lo — Z3)HH, FA + Hf, 
2er) GG =GPE 7, 
2(%—TZ3)G2F,=Hg'—Gh', 
2(L, — C1) F2 Fs = FR =" 
2(2, — Z3)G1H2=G/f'—F3Zg. 
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On en déduit, en les multipliant membre à membre, 
—_ 64 fehK = a8FGH(H?22— G2h2)(F2h2— H2f'2)(G2 f2— Frg2). 

Écrivant ensuite 

H1g2— Gh2= H(g2— h?)— 4lfh"?, 

Fe A — Ho fa Fi(A?— fa) {lg 

G2f'2— F9 = G(f?2— g'?)— ;1hg"?, 
et observant qu'on a 


£?—h?= 4 fsh(g—h), 
ha F2 = j; fgh(h —f), 
NOTA 


on en conclut immédiatement 


ae aSFGH| F2 (h 0 _ 1f'2] 


LOS 20) 720 AN] 
X[H2(g—h)gh—1h"?], 


et l’on reconnait que la quantité par laquelle est multiphée FGH 
peut encore être mise sous la forme d’une fonction homogène de 


F2 et L. 


H. — II. 28 





SUR L’INVARIANT GAUCHE 


DES 


FORMES DU SIXIÈME DEGRÉ. 


SALMON, Algèbre supérieure, trad. O. Chemin, 
deuxième édition, 1890, p. 368. 





On doit au P. Joubert ( !) la découverte intéressante de l’expres- 
sion de cet invariant, qui est du quinzième ‘ordre, au moyen des 
racines de la forme proposée. Représentons cette forme par 


f= air —2,y)(t — ty )(x —my)(r— 27 )(x — 237 )(x —m9), 


et posons 
Us = [To tTo(tr+ Da — Di — Di) + Dit De + To — L2 — X3) 

+ Lo Ta(Ti + Li — Te — %o)|], 
Vo=[Te Lors + Li — Li — La) + Ti To( To + To — T3 — T4) 


Us (Ti da Te — %Lo)|, 


Wo=[teTo(to+ Li — di — T3) + di Ta (Te + Lo— Le — 3) 
+ Do Di (Ti + Ts — Le — Lo)]. 


En convenant de désigner par U;, V;, W; ce que deviennent ces 
expressions, en ajoutant le nombre # aux indices des racines pris 
suivant le module 5, on aura la valeur suivante de l’invariant 


gauche du quinzième ordre, savoir : 


K= als U, Ü; U, U: U, Vo V1 Ve Va V, WoW: Wa W3 W.. 








(1) Voir Comptes rendus, t. LXIV, 1867 (I), p. 1026. 


SUR 


LA THÉORIE DES POLYNOMES HOMOGÈNES 
DU SECOND DEGRÉ (‘). 
Note VI du Programme détaillé d’un Cours d’Arithmétique, d’Al- 


gèbre et de Géométrie analytique, par GERONO et RoGNET, 4° édition, 
Paris, Mallet-Bachelier, 1856, p. 154. 





Les propriétés des polynomes homogènes du second degré 
à plusieurs variables sont utiles à connaître dans beaucoup de 
questions d’Algèbre et de Géométrie analytique. Nous allons exposer 
dans cette Note, d’après M. Hermite, celles qui nous paraissent 
les plus importantes, et dont la démonstration n’exige que les 
premiers éléments du calcul. Voulant d’ailleurs que l'étude de ces 
démonstrations soit un exercice pour les élèves, nous considérerons 
le plus souvent un cas particulier de manière à en bien faire saisir 
l'esprit; après avoir mis ainsi en évidence tout ce qu’il faut con- 
naître pour traiter le cas général, nous laisserons à chercher 
l'expression analytique la plus étendue des raisonnements et des 
méthodes exposés dans un cas spécial. On aura de la sorte à traiter 
des questions d’algèbre faciles en elles-mêmes, car la voie pour 
arriver au résultat sera bien indiquée à l’avance, et aucun autre 
exercice ne paraît plus profitable pour arriver à connaître et 
à employer avec sûreté l'instrument du calcul algébrique. Nous 
pensons aussi qu'on parviendra par là à mieux saisir et conserver 
dans son esprit les diverses propositions dont nous allons nous 


(?) Nous insérons ici une Note Sur la théorie des polynomes homogènes du 
second degré extraite de lOuvrage indiqué de Gerono et Rognet. Cette Note 
n’est pas signée et porte seulement la mention : « d’après M. Hermite »; mais 
nous savons qu’elle a été rédigée par Hermite. -Quoiqu’elle soit surtout intéres- 
sante au point de vue de l’enseignement, il nous à paru qu’elle méritait d’être 
reproduite. EAP 
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occuper. Comme elles reposent en grande partie sur quelques pro- 
priétés des quantités qui se présentent dans la résolution d’un 
système d'équations du premier degré à plusieurs inconnues, nous 
commencerons par rappeler en quelques mots celles dont nous 


ferons usage. 
I. — Des déterminants. 


Considérons 7 + 1 équations du premier degré à n + 1 incon- 
nues, dont les coefficients soient des quantités littérales, savoir : 


an x + bu) y + cu z + hu — Ka. 


Le dénominateur commun des valeurs des inconnues, qu’on en- 
seigne à former en Algèbre, et qui dépend seulement des coeffi- 
clients de ces inconnues, à reçu le nom de déterminant, et se 
désigne par la notation abrégée 

a b CMP 

LEON DANRTICAEEREEONE P 
(1) 


at blu) çlin) tie ht) 


Ainsi, par exemple, pour deux équations à deux inconnues, 


on écrira 


162) ab'— ba'— 





Pour trois équations à trois inconnues 


ax +by +cz =K, 
KE 
ax ue b"y + c'3 = Ke 


I 


a'x + b'y +c'z 


on écrira de même 


(3) ab'æ+bc'a"+ca'b"— cb'a"— ac'b"— ba'c"= | a" b c 
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Parmi les monomes qui entrent dans le déterminant (1) déve- 
loppé, on distingue celui qui sert à former tous les autres par des 
échanges de lettres, savoir : ab'c”, ..., h(2), On lui donne le nom 
de terme principal, etil est toujours affecté du signe +. Ainsi ab' 
et ab'c” sont respectivement les termes principaux des détermi- 
nants (2) et (3). Des diverses propriétés des déterminants qui 
découlent immédiatement de leur loi de formation, nous énon- 
cerons celles-ci, qui seront utiles plus tard : 


1° L'expression développée du déterminant (1) a la forme 
Aa+Bb+Cc+...+<Hh, 
où À, B, CG, ..., H sont des quantités indépendantes de «, b, 
CEA: 
2° Un déterminant s’évanouit identiquement lorsque deux lignes 


horizontales ou deux colonnes verticales sont composées des mêmes 
termes. Ainsi, par exemple, 





LA EAINENS 
GENE 
— ab — ab — 0, AMPOEE CNE 0, 
22 b " [/4 # 
Die 
| a C 
| |=ad— ado, (L'IRRCNE CORRE O 
a! /4 Ci 





l 


3° Un déterminant ne change pas de valeur lorsqu'on remplace 
les colonnes verticales par les lignes horizontales, de manière que 
le terme principal reste le même. Ainsi, par exemple, 


GNT 


DU 


— ab'— ba. 


a 1e 
EL DES 











‘ 
Les deux premières de ces propositions se trouvent démontrées 
dans les Traités de M. Lefébure de Fourcy et de M. Briot; nous 
laissons comme exercice à trouver la démonstration de la troi- 
sième. Mais une autre, qui recevra d'importantes applications, 
nous reste à établir; et nous allons d’abord la présenter dans le cas 
le plus simple. 
Considérons à cet effet les deux fonctions linéaires 
ax +bYy, 
a'x + b'Yy, 
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et supposons qu’on y remplace æ et y par ces expressions, 


DT —AX Gi, 


elles deviendront respectivement 
(ax +bB)X+(au +bB')Y, 
(a'a+b'B)X + (aa + b'B')Y, 


ou, pour abréger, fre 
ee Ù 


A'X + B'Y. 


sera égal au 


! 


Cela posé, je dis que le déterminant | 





! 


4 œ 
a b' 8 5 
La vérification se fait sans difficulté, dans ce cas très simple, 


produit des deux déterminants et 














mais on peul éviter tout calcul en raisonnant comme 1l suit. 
Considérons les deux équations 

NAT OI K, 

4 ) | 

Paie by KS 


On sait qu’en les résolvant on trouvera, pour le dénominateur 


commun des valeurs de x et }', le déterminant A CRE 


b 
LEO! 
même mamière, relativement aux deux autres équations 








( AXE BY —K, 


où 
( ) | A'X + B'Y — K’, 


A G Lu = 7 ’ o 
le dénominateur commun des valeurs de X et Ÿ sera le détermi- 
B 


AD: 


nant + Or, on peut trouver X et YŸ par les équations 








DU NUL ON 
JT PX HT. 


quand on y aura mis, au lieu de x et y, les valeurs fournies par les 
équations (4). Maintenant, et sans qu’il soit besoin d’effectuer ces 
calculs, on doit voir qu’en raison des valeurs fractionnaires de + 
et y, on trouvera pour dénominateur commun de X et Ÿ le pro- 
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[2 














s s b 4 I: . ; 
duit des déterminants | , IS 8 gl Ainsi ce produit doit 
a 
A 2 , G A B La ? \ , » 
être égal au déterminant ca TU, d’après les équations (5), 





représente aussi le dénominateur des valeurs de X et Y. 

À la vérité, cette démonstration n’est pas entièrement rigou- 
reuse, mais elle met immédiatement sur la voie du théorème 
général que nous allons énoncer en prenant pour exemple les trois 
fonctions linéaires : 

ax +by + cz, 
a'æ + b'y + c'z, 
a" x + by + c'z. 


Concevons qu’on y mette, au lieu de x, y, 3, 


m=1A1X +a'Y +a’Z, 
BX + S'Y + 6"Z, 
3 =YyX+VY+Y"Z,; 


Î 


elles deviendront respectivement 


(aa +bB +cy) X+(ax + bB +ey) Y+(au + b£" + cy")Z, 
(d'a + DB +0 y)X + (ax + DB +) V2 (aa + b'B'+ e'y")Z, 
(aa + b'B+c'y)X +(a"a + BB + c'V')Y + (a'a"+ DB" + c'y")Z, 
ou, pour abréger, 
ASCEUNE TE C7. 
A'X + B'Y + C'Z, : 
NS ÉNBDE CA 


Cela posé, on aura comme précédemment l'équation 
pose, P q 


ENS NOT HIBDT EC C4 Ori MOT 
AU B' Ci — a b' c’ < 5 B’ GB" 
A" B” Qu a” b' c' Y Y Ÿ 


La démonstration complète se déduit de la loi même de formation 
des déterminants; mais, comme elle offre peu d'intérêt par elle- 
même, nous l’omettrons, en insistant néanmoins sur la nécessité 
de bien se pénétrer du théorème qui va bientôt trouver d’impor- 
tantes applications. 
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II. — De l’invariant des polynomes homogènes du second degré 
et du polynome adjoint. 


On nomme polynomes homogènes du second degré des 
expressions telles que 


Ax?+2Bzxy + Cy?, 
Ax?+ A'y?+ A'z2+2Byz+2B'zr +2B'ay, ...; 


ce sont ces expressions dont nous allons étudier les propriétés, en 
considérant, comme nous l'avons déjà dit, les cas particuliers les 
plus simples, et laissant aux élèves à généraliser les énoncés et les 
démonstrations. 


La première que nous allons considérer dans le cas du polynome 
à deux indéterminées seulement 


Ax?+2Bxy + Cy?, 
consiste en ce que, si l’on y remplace x et y par ces formules 
æ= ax +b ne 
y = a'X + b'Y, 


1l se transformera en un polynome qui est encore homogène et du 
second degré par rapport aux nouvelles indéterminées X et Y. 
Ce polynome sera ainsi de la forme 


db X? + 2 Vo XY + CY?, 
les coefficients ayant ces valeurs : 


À — Aa? +2Baa + Ca’?, 
Vo = A ab + B(ab' + ba') + Ca'b', 
€ = Ab? + 2Bbb' + Cb'?. 


Cette propriété très simple conduit naturellement à se proposer la 
Prop P prop 
question suivante : 


Etant donnés deux polynomes quelconques, tels que 


Az? +2Bxy +CGy?, 
À X2+ 2 VLXY + € Y?, 
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est-1l toujours possible de déduire le second du premier en y fai- 
sant une substitution de la forme 


La X RO Y, 


v=aX+Db'Y? 


Le problème admet-1l un nombre fini ou infini de solutions; 
est-1l résoluble en prenant pour les coefficients de la substitution 
des quantités réelles, les coefficients des polynomes donnés étant 
eux-mêmes supposés réels? 

Notre principal objet dans cette Note sera d’établir quelques- 
uns des principes qui servent à résoudre ces questions et de mon- 
trer comment 1ls s'appliquent à la Géométrie et à l’Algèbre; 
faisons aussi observer en passant qu’une branche étendue des 
Mathématiques, l’Arithmétique supérieure, trouve également son 
point de départ dans la comparaison des polynomes homogènes du 
second degré, lorsqu'on suppose que les coefficients des polynomes 
et ceux des substitutions sont des nombres entiers. 

Nous commencerons par établir qu’un polynome du second 
degré à n indéterminées est toujours réductible à la somme 
de n carrés de fonctions linéaires de ces indéterminées. Observons 
pour cela qu’en ordonnant ce polynome par rapport à l’une des 
indéterminées que nous nommerons æ pour fixer les idées, il 
prendra la forme suivante : 


Ax?+92Bzr+cC, * 


B étant une fonction linéaire, et C une fonction homogène du 
second degré des 7 —1 indéterminées restantes. Or, on peut 
écrire 

Ax+oBx+C— + (Az +B}+ + (AG — B?), 


et mettre ainsi en évidence, d’une part le carré de la fonction 
linéaire À x +B, et de l’autre un polynome homogène à n — 1 indé- 


as : ' Ha ee I ; 
terminées, AC — B?, multiplié par la constante pe Cela posé, on 


opérera sur ce nouveau polynome, comme sur le proposé, et on le 
décomposera encore en deux parties, à savoir : le carré d’une 
fonction linéaire et un polynome à x — 2 indéterminées. Conti- 
nuant donc de proche en proche les mêmes opérations, il est clair 
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qu'on parviendra à la réduction annoncée quand on aura épuisé 
toutes les indéterminées. Par exemple, soit le polynome 


f=2x+92y+ 3+ 4yz+ 22% +27, 
on écrira successivement 


= 2H TyTN POP Yi 22 (EEE EE 0, 
Vans DIN DEEE 


et 1l viendra 


f=(r+y +3} +(y + az) — 2. 


Plus tard, cette réduction sera étudiée attentivement; actuelle- 
ment, nous nous bornons à remarquer qu’elle peut s'effectuer de 
plusieurs manières, en commençant chaque opération par l’une 
ou par l’autre des indéterminées, et que, pour arriver effective- 
ment à une somme de carrés, de fonctions linéaires, 1l peut être 
nécessaire d'introduire des quantités imaginaires dans les coeffi- 
cients de ces fonctions. Ainsi, dans l'exemple précédent, 1! faudrait 
écrire 

f=(t+y+z3)}+(y + 3} + Care. 


Quoi qu'il en soit, et sans insister sur d’autres particularités, nous 
allons, comme :l suit, en ürer la notion de l’iënvartant. 
Considérons le cas le plus simple du polynome 


Ax+2Bzxy + Cy?, 
que nous mettrons sous la forme 
Ax+92Bxy + Cy?=(ax+by}+(a'x + b'y}. 


Cette équation ne suffira pas pour déterminer les quatre quan- 
utés a, L, a!, b'; mais il est très facile de trouver, en fonction 


: b 
de À, B, C, le déterminant u ; : 
«a 


En effet, soient pour un instant 





X = ax +by, 
(1) 4 





V= a 0 
de sorte que l’on ait 


Ax?+2Bzxy + Cy?2= X2+ Y2. 
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En prenant successivement les dérivées des deux membres de 
cette équation par rapport à x et y, et divisant par 2, il viendra 


Ax+By=aX+a'Y, 
Bx + Gy = 0 X + D'Y. 


Or, X et Ÿ ayant les valeurs définies par les équations (1), on 
pourra égaler les déterminants relatifs aux fonctions linéaires 


Axz+By, 


Bx + Cy 
et 
aX + a'Y, 


bX + b'Y; 
mais, d'après un théorème établi au paragraphe I, le second de 
ces déterminants sera égal au produit 

















AU: Gin (5 
XX 
Den D. LED 
A A a b 2 , \ SES , ;: 
ou meme a 1: ; car, d apres une proposiion enoncee au Pa- 
a 


ragraphe |, un déterminant ne change pas de valeur quand on met 
les lignes horizontales à la place des colonnes verticales. Nous en 
conclurons la relation à laquelle nous voulions parvenir, savoir : 

A B 


LCR 
PRG 


a’ br 10 








Or, la fonction des coefficients du polynome Ax? + 2Bxy + Cy*?, 
à laquelle nous sommes ainsi conduits, 
| A B 


— AC — B?, 
sue 


est ce qu'on appelle l’énvariant de ce polynome. Cette dénomina- 
tion, proposée par M. Sylvester, célèbre géomètre anglais, se trouve 
jusüfiée par le théorème suivant : 
Soit 
A X2+ 2 XY + € Y? 
la transformée du poly nome proposé par la substitution 


DE AIN AN", 
y = RX+R'Y; 
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je dis qu'on aura 


2 








Hoi ARE %'E0 
— >< & 
db ail FE CHU 





c’est-à-dire que l’invariant se reproduira dans toute trans- 
formée, multiplié par le carré du déterminant de la substitu- 
tion. 


En effet, effectuons la substitution considérée dans les deux 
membres de l'équation identique 
Ax?+92Bxy +Cy?=(ax+by}+(ax + by}, 

et posons, pour abréger, 

a(aX+aY)+b(BX+SY)=pX+g Y, 

a'(aX Ha Y) LB'(EX = BN) = p'X + guy, 
on en déduira 

A X2+2UXY +EY = (pX +qgY}+(pX + g'Y}, 


el, par suite, 
é AE 
P.q 


eo VU 
ÿ € 


Mais, d’après le théorème sur la muluplication des déterminants, 
on a 


! 


CNT) 


a! b' 


p bp 


et 1l en résulte immédiatement, après avoir élevé les deux membres 


pt 
jo ji 





| < 








au carré, la relation qu'il s'agissait d'établir 


p p 


Avant d'aller plus loin, donnons encore l'énoncé des théorèmes 
analogues pour les polynomes à trois indéterminées, afin de rendre 
plus facile la recherche des énoncés les plus généraux. 

Soit, à cet effet, 





db ne B 


x 
VOS ssl 








= Ax?+ A'y2+ A+ 2Byz+2B'zx + 2 B'xy, 


ce qu'on nommera l’invariant, sera le déterminant relauf aux trois 
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fonctions linéaires 


fi Az+ B'y + B'2, 
f;=Bæ+Ay+B:, 


[ ’ 
PAR Do AS: 


c’est-à-dire 


A B” B' 
(2) BAIN = AAA 5 BB'R'_ AB: "Apr — 
B' B AU 


et l’on aura le théorème suivant : 


Soit 


ES 
SA 


1/4 1/4 
A'B'2, 


XI AN ONE OL 72 OAI NZ ES A IZ XD AI XV 


la transformée déduite de f par la substitution 


æ=aX+a Y + a’Z, 
y =BX+FY+PZ, 


3z=YyX+Y Y+7YZ, 


l’invariant de cette transformée sera égal à l’invartant de f, 
multiplié par le carré du déterminant de la substitution. 


Ainsi on aura 


TROUS CU! A1 PP: ga 
vi” Abe dr — B’ A' B X 6 GB’ 
vb’ br A 4 B' B A’ Y : 


2 


a /4 
6” 
px 


Les applications que nous ferons plus tard de ces théorèmes en 


montreront toute l’importance, mais dès à présent nous allons en 


faire voir l'usage, en nous proposant de calculer l’invariant de cette 


forme particulière 


Ax?+2Bzxy + Cy?+(ax +f$y + yz}. 


Au lieu d'appliquer la formule (2), après avoir développé le 


carré de ax + f$y<+"yz, pour mettre en évidence 


les coefficients 
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des carrés et des rectangles des variables, on fera 


trie 
Y = Ÿ, 


axm+f$y+yz=Z, 


d’où résultera cette conséquence, que le polynome proposé est la 
transformée de 


(3) AN FO BXY CON 77, 


par la substitution précédente, dont le déterminant se réduit, 
comme on le reconnaît aisément, à y. | 

L'invariant cherché sera donc celui du polynome (3) multiplié 
par y?, c’est-à-dire, en appliquant la formule (2), égal à 


PAG BR? 


La notion d’invariant bien comprise, passons à celle du polynome 
adjoint, qu'il importe également d'établir. 

Pour cela, nous considérerons encore le cas le plus simple des 
polynomes à deux indéterminées, f—= Âx? + 2Bzxy + Cy?, et 
nous rappellerons en premier lieu le théorème bien connu qui est 
exprimé par cette relation 


2e Ton PJ): 


Cela posé, cherchons ce que devient f, quand on y remplace x 
et y par les indéterminées x, et yo, liées aux précédentes par les 


relations 
I 


I ! / 
Se = TL = — . 
) Îa 0) ne Jy Po 
En nommant © le résultat cherché, qui sera un nouveau poly- 


nome du second degré, aux indéterminées +, et yo, on aura ces 
trois équations, 


Are 
= = TL 
n TX 0) 
fl 
" y —= Po: 
Pi TL + Vo: 


entre lesquelles il s’agit d'éliminer x et y. Pour cela, multiplions 
membre à membre successivement la première et la troisième, la 
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EN 
ESS 
I 


seconde et la troisième, 1l viendra ainsi 
l 
à Ef2 = Lo(LTo + JV) 
I 
PSE Porto + Jo); 


équations homogènes et du premier degré en x et y. 

Le résultat de l'élimination de ces deux indéterminées s’ob- 
üendra donc en égalant à zéro le déterminant relatif aux deux 
fonctions linéaires 


D fr — Lo(XEo + Vo); 
1 
A mOn AE 


de sorte que 2 sera déterminé par cette équation : 


pA — x oB—xY A 
2B—x7o oU— y 
Dans un instant il sera prouvé que ce déterminant contient le 
facteur ©. Ainsi l’on arrive bien, après la suppression de ce facteur, 
à une équation linéaire; mais ce qu'il importe tout d’abord de bien 
saisir, ce sont les propriétés du polynome en x, et y,, déterminé 
par l'équation que nous venons d'obtenir. 
Observons à cet effet qu’en posant 


Y =p(Az—2Bzy +Gy')—(xrto+ yo), 
on aura 


À I 
F Ur = PE Lo PTo + Yo), 
I I 
trie Jr Toro + ÿTo). 


Le déterminant ci-dessus n’est donc autre chose que l’invariant 
de Ÿ, considéré comme fonction de x et y. D'après cela, faisons 
dans ce polynome la substitution quelconque 


m—=axX+aY, 
y=FX+PY, 
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et supposons alors que le polynome f devienne 


LR CET e ES €) 


il en résultera pour le polynome d cette nouvelle forme 
Ÿ'= o( À X2-+ 20 XY +EX2)—[(ars + Bro)X +(a xo+ B'yo) Y P. 


Cela posé, formons l’invariant de Ÿ et égalons-le à zéro; on 
reproduira ainsi l'équation dont dépend la quantité », car ces deux 
invariantis sont égaux, à un facteur près; de là résulte ce théorème : 


Le polynome © reste invariable, si l’on y remplace les coef- 
ficients À, B, C, qui y entrent, respectivement par %, V5, €, 
pourvu qu'au lieu des indéterminées xs, y, on mette en méme 
temps 

ato+Bro et x'xo+ BY. 


Revenons maintenant au déterminant 


DA — Tr? o0B—x7 
PB—270o PCG—Yi 


pour établir, comme nous l’avons annoncé, qu'il contient © en 
facteur. À cet effet, considérons le polynome suivant à trois indé- 
terminées 

4L=Ÿ + (to + yyo+ 29), 
qu’on trouvera aisément, en substituant la valeur de d, se réduire à 


Yy=yp(Ar to Br Cyr) Po (2726 0 yY0 ra9). 


Il résulte d’une remarque faite plus haut, que l’invariant de ce 
polynome ‘y, c’est-à-dire le déterminant relatif au système des 
trois fonctions linéaires 


1er er 
à X x) 5 Ar à 2 


est égal au produit de ©? multiplié par l’invariant du polynome 4. 


En développant les expressions des trois dérivées, on parvient ainsi 
à la relation 
PA 9B 9% 
PE ECRe re 
PT Po ANT 


, | PA — x oB—%6Y0 
PB—2oYo ?C—Yi 


THÉORIE DES POLYNOMES HOMOGÈNES. 449 
et, par suite, à celle-ci, après avoir divisé par v?, 
A B lo 


He. St | oB—2Y0 


pB—zxzioyo ®C — yà 





To Vo 9 


Cette transformation de déterminants nous montre que le terme 
indépendant de +, dans l’équation 


2 
DAT oB—x y 








al D 
pPB—2Y70 ?C— Yi 


J 


doit disparaître de lui-même. Cela posé, soit pour un instant 


NME 
| = HA, B, C); 
Pat 


cette équation pourra s’écrire 
DEA — x, 9B—270, PC—Yi)=0, 
et l’on üurera, en développant, 
20(A,B,C)—% Oaær + 0%o Yo + 0 F2 | — 10. 


d’où enfin 
_ Birè+ 6p%Yo+ 0cyà 
SCA, B, C) 


C’est là le résultat définitif auquel nous voulions parvenir; et le 
polynome en æ, el y, qui se présente comme numérateur de ® 
est ce que nous nommerons avec Gauss le polynome adjoint de 
Ag?+ 2Bzxy + Cy?. Maintenant il ne nous reste plus, pour ter- 
miner ce sujet, qu’à donner quelques indications propres à faciliter 
aux élèves l'extension au cas général des raisonnements et des 
calculs précédents. 


Soit, par exemple, le polynome à trois indéterminées 
f=Ax+A'y+ A'z+2Byz+2B'23x + 2 B'xry. 
En prenant pour point de départ la relation 
2f=2fi+y fs +2f: 


il s'agira de trouver ce qu'il devient en substituant à x, y, 3 les 
H. — II. 29 
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indéterminées nouvelles 


I Ï I 
Pie Se Dec: 


Nommons © le résultat cherché; on sera conduit aux quatre équa- 


tions 
I 
VO af 
2 
. fi 
Joe " x? 
lue 
So ae 


D = XLTo+ VYo + 33); 


desquelles on déduira d’abord 


Te 
à ® fx = Lo(TLo + YYo + 280): 


=? = Vo(TLo + YYo + 330). 
: o F2 = 20(XLo + YYo +320). 
On observera ensuite qu’en posant 
= pf—(X25 + YYo—+ Z2)?, 
elles deviennent simplement 


Ve 10, 


CRE 


PRES 
Yy = 0, 


D | 


et l’on en conclura que l'équation pour déterminer o s’obtiendra 
en égalant à zéro l’invariant du polynome y. D'ailleurs cet inva- 


rlant, à savoir 


A — à oB"—xi57o 9B'— 2x2 
pB’—x,7 vA'— yà ©oB — 7520 |» 
pB'—T702, PB—7Y520 pA’— 32 


sera susceptible de la transformation exprimée par l'équation sUI- 


vante 
ANPBONDR Tr 6 : 
BEA NB. pA — ré PB—2Y70 PB — 23% 
x p2= | pB"—x07s pA'—7yi oB — yo |l> 
TVR + à 
oB'— 36x70 0B — 7520 pA”— 35 
AUS RENE | 
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à laquelle on parviendra en cherchant l’invariant du polynome à 
quatre indéterminées 


X = ŸHTTo+ YYo+ 3230 + vu })?. 


Les choses ainsi préparées, en posant 


A B’ B’ 
PORN MERE CATAUTA"IENB BD 
B' B PAU 


on donnera à l'équation en © la forme suivante 
(y A — æ?, CAES" DAC 2è, 9B— Yo2, pB'—7,20, oB’—%70) = 0. 


Or, dans cette équation, les termes o? et ©? existeront seuls, et, 
après avoir développé, on en tirera 


bar? + bar y2 + Bar 32 — 08 Yo 20 + 0820 To + 0BrTo Vo 
(NA SAS ES BAR A) 


(a 
4 


Cela posé, le numérateur de cette expression sera le polynome 
adjoint de f, et o lui-même donnera lieu au théorème suivant : 


Supposons qu'en faisant la substitution 


m—aX tac, 
J=PX+SY+PE"Z, 
y EYES eZ. 


à 
| 


f se change en 


EF = A X2 + J'Y? + N'22 + SU YZ + 2 ZX + 2" XY, 


, 3 à ? ca ’ » 
© restera invariable, st l’on y remplace les Cor jRCuenes de f par 
ceux de F, et qu'on y mette en même temps, au lieu de to, Yo, 
z,, Les fonctions linéaires 


ato+ PYo+Yzn LL +R Yo+Y 30 LTo+ Po + 20: 
En terminant, nous remarquerons que la forme explicite du 


polynome adjoint de 


Ax?+2Bzxy + Cy? 
est 
Cri —2Briyo+ AY, 
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el que la forme explicite du polynome adjoint de 


Ax?+ A'y?+ A"22+ 2Byz + 2B'27 + 2B'xy 
est 


(A'A"— B?}æ2+(A'"A— B?)y2+(AA'— B'?)22 
DE 2(B'B"— AB )Y0Z0 + 2(B"B == A'B")20 T0 +— 2(BB'— A’B")xoYo. 


Elles nous seront utiles dans les questions suivantes. 


III. — Applications à la géométrie analytique. 


La recherche des axes principaux dans les courbes du second 
degré dépend de ce problème. 
Etant proposé le polynome 


f=AX?+2BXY + CY?, 
déterminer les coefficients de la substitution 


Da ATEN, 


Ne y =PX+PY, 


et les quantités :, s', de manière qu'on ait identiquement 


(2) AX?+2BXY +CY=er+e y? 
el 
(3) X2+ Y= 2x1+ y? 


Il s’agit, comme on voit, de trouver les valeurs de six quantités 
inconnues, : et € d’une part, et de l’autre les coefficients de la 
substitution; et pour cela on a, en elfet, six équations qui résultent 
de l’idenufication des termes semblables dans les relations (2) 
et (3). Mais nous éviterons comme il suit la considération de ce 
système compliqué d'équations. 

Désignons par À une quantité indéterminée; on aura 


(4) FEUX TA) LE - Aa Pie 
Cela fait, cherchons l’invariant du second membre. 


L'invariant du polynome (e—À)x?+(e—))y?, en y con- 
sidérant æ et y comme les indéterminées indépendantes, sera 
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(e — À)(e'— À); donc, si l’on fait la substitution (1), l'invariant du 
polynome transformé sera 


(e—À)(e — À) x | 





Maintenant, si on l’égale à celui du premier membre, on arrivera 
à la relation 


a! |2 


ATEIX B 
CA 


a 
D na [=e-ne-nx 8 





Or, il en résulte immédiatement que les deux quantités e et e/ 


sont les racines de l'équation du second degré en Je 


A — À B 
Me 


| —=(A —À)(G—À)— B?— 0. 


Une autre conséquence à remarquer, c’est que, le coefficient de 4? 
dans le premier membre étant l’unité, on a 


= [. 








BE 


Pour achever la solution, en regardant & et e’ comme connus, on 
fera successivement, dans l'équation (4), À=e, À—&/, et l’on en 
déduira les valeurs de +? et y?, de sorte que les fonctions linéaires 
aX+aY, $SX+G'Y peuvent dès lors être regardées comme 
complètement déterminées. 

Passons à la question analogue pour les surfaces du second 
ordre. 

Le problème est alors : 


Etant proposé un polynome à trois indéterminées 


f=AX?2+ A'Y'+ A"722+ 2BYZ + 2B"ZX + 2 B’XY, 


déterminer les coefficients de la substitution 


æ=aX+a Y + a"Z, 
y=8X+ BY + B"Z, 


() 
ex riz 
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et les quantités e, e', e”, de manière qu’on ait identiquement 
= ex?+ey2+e"z?, 


X2+HY2+ Zi g+ py+ 22. 


Soit, comme précédemment, À une indéterminée, et déduisons 
de ces deux relations la suivante 


(6) f— A(X2+ Y2+Z2)—=(e — À)x2+(e — X)y2+(e"— À)22. 


Nous commencerons encore par chercher l’invariant du second 
membre. Observons, à cet effet, qu’en considérant x, y, 3 comme 
les indéterminées indépendantes, l’invariant du polynome 


(e—À)at+(e — À)y2+(e"— À) 22 


est simplement 
(e—À)(e —À)(E — À); 


d’où 1l résulte qu’en faisant la substitution (5), l’invariant du 
polynome transformé sera 


x X 
CN CU NE EE CSS, 
ie 


Maintenant, si on l’égale à celui du premier membre, on arrivera 
à la relation 


Ve? B’ B' CRC 
B" A'—} B —=(e—À)(e —X)(s"—21)X | B GB £ 
B' B A TE") y y! y 


Aïnsi, les quantités e, e/, e” sont les racines de l’équation du 


troisième degré en 


Nan Ci B' 
BAT SRE 
B' BNNA ET) 

SAN AN) CAE) 
+ 2BB'B"=(A—=))B? "(At ))B'2 (At )\)BU— 00, 


et l’on obtient encore, comme précédemment, cette conséquence 
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que le carré du déterminant 


a pour valeur l’unité, de sorte que l’invariant du second membre 
de la relation (6) se réduit à 


(e— À)(e — À)(e"— À). 


Il nous reste à déterminer les coefficients de la substitution (5), 
c'est à quoi nous parviendrons en égalant les polynomes adjoints 
des deux membres de la relation (6). Mais nous avons d’abord une 
observation importante à faire. De l'identité 


LT + V? + 32 — X2-E V2 72 


résultent les six relations suivantes 


ai + 0? y, a'a"+ B'B"+ y y = 0, 
(g) x? B’2 = YAA == 1, x” += BB + Toy — 0, 
léscpnegees a fr 0 


Or il s'ensuit, qu’étant proposé le système d'équations 


| au+Bo+yw = To, 
(8) fau P 9 Him = Yo, 
au + Bo + ÿ'w = 20, 


\ 


on en tire 
U—=4To+X Yo—+ "20, 


0 = 8x0 + B'Yo+ 8” 20; 
W=YTo+Y Yo + Y 20 
Substituons, en effet, ces valeurs dans les équations proposées, on 
les trouvera immédiatement identiques, en vertu des relations (7). 
En nous bornant, par exemple, à faire la substitution dans la 
première équation 
au + bo +yw = x, 


on trouvera pour le premier membre 


a(aro+ 2 ÿo+a"&) + B(BTo+ B'Yo+ PR" 20) + Y(Y Lo+ Y Jo+Y 20), 
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ou bien 


Lo(a?+ BH y2)+ polar + 88 + yY ) + zoo a + BB + y"Y), 


i 


ce qui se réduit bien à x. 

Cette remarque faite, passons à la recherche du polynome 
adjoint du second membre de la relation (6). Pour cela nous 
aurons à effectuer la substitution suivante 


a(e—})gæ+$ (es —X)y +y(e—2X)z =, 
(9) GE SAN CAEN) To 
d'(e— A) + Be —XÀ)y + y'(e" —À)z = 2, 


dont les premiers membres sont les moitiés des dérivées du poly- 
nome (e— À)æ?+(e — À)y?+(e"— X)z? prises par rapport aux 
indéterminées indépendantes X, Y, Z. Et, comme nous avons re- 
marqué que l’invariant de ce polynome est (e—À)(e& —À)(e"— À), 
en nommant © le résultat de la substitution précédente, le poly- 
nome adjoint sera, d'après la définition même, égal à 


gxX(Ee— À)(e — À)(e"— À). 
Or, en représentant pour un instant par w, P, w les quantités 
(e— À)æ, (&— À)y,(e"— À)3, les équations (9) coïncideront avec 


les équations (8), ainsi, d’après la résolution qui a été effectuée de 
ces dernières, nous trouverons 


u —(E — NE AT) Vo + a 30, 
e=(e—X)y = Bi By Par 
w =(€e"— À) 3 = Lo + Y Yo + Ÿ" 20. 


Il en résulte pour la transformée en #5, Yo, 39 du polynome 


(e—h)x2+(e — À)y2+(e"— À)z3?, 


Pexpression 





(a To Et «Vo + CA A LL 


da I 
An CRE 


l ! [/4 D [ ; (2 3 
+ APRES 5 (B To + B'Yo + 6 20 )? + ee Go VS 30 )?; 








et l’on voit qu’en mettant X, Y, Z au lieu de 4, Yo, 30 On pourra 
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écrire simplement 


d’où suit, pour le polynome adjoint du second membre de l’équa- 
üon (6), l'expression 


pX(Ee—À)(e —À)(s"—)1)—= (Es —X)(e —X)xr? 
+(e"— À)(e —À)y?+(e— X)(e — À)z2. 


Cela posé, faisons successivement 


Aie: 

! 
ES 2 
Ne 


dans le polynome adjoint du premier membre de l’équation (6), 
savoir f — ÀA(X?+ Y?+ 72), on trouvera qu’il se réduit : 


Dans le premier cas à (se! —<) (&"— <)x?, 


Dans le deuxième cas à (&”— </)(e — e)y?, 
Dans le troisième cas à (e — e”)(e!— <")2?, 


de sorte que les carrés des trois fonctions linéaires qui nous 
restaient à déterminer étant connus par les seules quantités &, &”, 
”, ces fonctuons elles-mêmes et les coefficients de la substitu- 
uon (à) sont complètement déterminés. 

L'analyse que nous venons d'employer s'étend d'elle-même au 
cas d’un polynome à un nombre quelconque d’indéterminées, et 
nous pensons n'avoir besoin de rien ajouter pour que les élèves 
puissent faire eux-mêmes cette généralisation. Mais 1l nous reste 
à démontrer que toutes les quantités dont nous avons donné la 
détermination ont des valeurs toujours réelles. 

Rien n’est plus facile pour le cas des polynomes à deux indéter- 


minées 
f= AX?+2BXY + CY2. 


En effet, nous avons trouvé sous la forme suivante l’équation 
en À, savoir 


(A X)(G—À)—B?= 0; 


et en supposant, pour fixer les idées, À > CG, on voit immédiate- 
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ment qu'en substituant dans le premier membre les valeurs 
+ ©, + C, —— ©; 


1l prendra les signes 


Sr | a + FA 14e 


L’équation proposée a donc deux racines réelles : l’une plus 
grande que À, l’autre plus petite que G, et nous pourrons supposer 
que la première soit & et la seconde e’. Cela posé, les valeurs 
obtenues pour les carrés x? et y? donnent, en yÿ faisant, par 
exemple, Ÿ = 0, les équations suivantes 

A2! À 


M = ——); = » 
e — €’ P Ee — € 





et, d’après ce que nous venons de dire, on reconnait qu’elles sont 
positives; donc # et $ sont réels, et il en serait de même pour 
eUoE 

Abordons maintenant la même question dans le cas plus difficile 
des polynomes à trois variables. 

Afin d'indiquer complètement tout ce qu'il est nécessaire de 
connaître pour étendre au cas général la méthode que nous allons 
suivre, nous démontrerons d’abord ce lemme, qui est important en 


lui-même : 


Lorsque l’invariant d’un polynome homogène du second 
degré se réduit à zéro, le polynome adjoint est un carré par- 
PLCELL 

Considérons, par exemple, les polynomes à trois variables 

f—= AX?2+ A'Y?+ A"Z22+98BYZ + 2B'ZX + 2 B'XY, 
el prenons, mais sans supposer les coefficients réels, la substitution 
que nous avons précédemment déterminée : 


æ=aX+aY+a"z, 
J=RX+PY+FZ, 
=YyX+yYY+y"Z, 


ù 


de telle sorte qu'on ait 
f=ex?+ey?+e"z?, 
XI V+Z= m4 y+ 27. 
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Nous avons trouvé, quelle que soit l’indéterminée À, le polynome 


adjoint de 
f—ÀA(X2+ Y2+ 7?) 
égal à 


(e — A)(e"— A)x?+(e"— À)(e —X)y?+(e — X)(e — À )z?; 


donc, supposant À = o et désignant par F le polynome adjoint 
de f, on voit que la substitution ci-dessus donnera en même temps 


f=ext+ey?+e"z?, 


F=e'ex?+e"ey?+ ee 2?. 


Cela posé, si linvariant de f est nul, l'équation qui a pour 


racines €, €/, €”, savoir 


ESP B' 
FE CO LUE ME ri, 
B' ÉUArEr, 


sera vérifiée pour À — 0, de sorte que l’une de ses racines s’éva- 

nouira. Or on voit qu’alors des trois carrés dont se compose F un 

seul subsistera, ce qui démontre la proposition annoncée. 
Observons que dans le cas du polynome à deux variables 


J=Arz+o2Bzy + Cry, 


celte proposition serait évidente. car le polynome adjoint étant 
alors Ay?— 2Bzxy + Cr? est un carré parfait en même temps 
que f, lorsque l’invariant AC — B? est nul. Ce seul cas nous suffira 
même pour ce qui Va suivre, Comme On Va voir. 

Mettons l’équation en À, en employant la valeur développée du 
déterminant sous cette forme 


(A"— À)[(A — À)(A'— À)— B’?] 


(10) | 
—[(A—2À)B?— 2B"BB'+(A'—21)B?2]= 0, 


et considérons l'équation du second degré 
(11) (A—X)(A'— À)— B'2— 0. 
On a établi tout à l’heure la réalité de ses racines, et l’on a 


démontré qu’en supposant, par exemple, À = A’ l’une d'elles n 
était plus grande que À, et l’autre n/ plus petite que A’. Cela posé, 
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substituons dans le premier membre de l'équation les valeurs 


À=+, "; To is 


les signes correspondants aux valeurs extrêmes seront — et +oo, 





et nous allons prouver que pour À = n il est positif, et pour À=1/, 
négatif. Dans ces deux cas, en effet, la première partie de l’équa- 
tion (10) s’évanouit, et la seconde, en y considérant, pour un 
instant, B et B’ comme deux indéterminées, représente un poly- 
nome à deux variables, dont l’invariant égal à (A —À)(A!—}) — B"? 
s’évanouit par hypothèse. Quels que soient donc B et B', ce poly- 
nome sera du signe de son premier terme; mais nous savons que 
l’on a 
ASIE RC O7 0 


les résultats des substitutions ont donc les signes que nous avons 
annoncés. Il s’ensuit que l’équation en À a ses trois racines réelles ; 
la plus grande, s, supérieure à n; la moyenne, e', comprise entre 
et n’; la plus petite, &”, moindre que r’. Et en même temps on 
obtient cette conséquence que les racines de l’équation (11) étant 


comprises, l’une entre s et e’, l’autre entre e et e”, le polynome 
(ANA ER PE 
possède exactement la propriété caractéristique de la fonction 


dérivée du premier membre de l’équation (9). On remarquera 
aussi qu'il suit du mode de détermination précédemment obtenu 


pour les coefficients «, $, y, ..., qu'on a ces valeurs 
nr (A —E)(A'—e)— B7? 
QU = ———— ——  — , 
(£ —e)(e"—e) 
M re) US me 
die (e —e')(e"— ec) 


PAR ATEN EIRE 


CDS 


: Or, d’après ce qu’on vient de dire, et en ayant égard à l’ordre 
de grandeur des quantités &, &/, s”, on reconnaît immédiatement 
que ces valeurs sont positives. Maintenant il suffit d’avoir prouvé 
que &” est réel, par exemple, pour en conclure que x et x le sont 
aussi. Comparant, en effet, les termes en YZ et ZX dans le 
développement de (a X + 4 Y + «’Z)? et du polynome adjoint de 
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f—e(X?+ Y?+ 7?), on trouvera pour 4/4” et x’ a des expressions 
réelles; donc, etc.; et l’on raisonnerait de même par rapport aux 
quantités pacte 

Nous terminerons ce sujet en faisant remarquer que la méthode 
suivie pour établir la réalité des racines de l’équation du troisième 
degré en À a déjà été donnée par M. Cauchy, mais sous une forme 
un peu différente, dans le troisième Volume des £xercices mathé- 
matiques. Nous ferons voir aussi, en peu de mots, qu'elle s’étend 
immédiatement aux équations générales relatives à des polynomes 
homogènes du second degré à un nombre quelconque de variables, 
équations qui s'offrent dans la détermination des inégalités sécu- 
laires des éléments du mouvement elliptique des planètes. 

Considérons à cet effet l'équation en À de degré n +1, dont le 
premier membre serait le déterminant 





&i,1— À d1,2 s.. di,n di,n+1 
do ,1 Lo ANSE da,n 2 ,n+1 
NE ME LR 22 LAS re 
dn,1 Œn,2 6 CNE me À Œn,n+1 
Œn+1,1 An+1,2 …. An+1,n Œnti,nt1 À 


les quantités à; ; vérifiant pour toutes les valeurs des indices la 
condition &;,;—=aj;. Nous supposerons qu'on ait démontré la 
réalité des racines de l’équation analogue, mais de degré n, dont 
le premier membre serait le déterminant 


di ,1 — À di,2 es di,n 
Ur 2,1 4 PE mm AE Aa,n 
n , 
An ,1 Œn,2 .. Ann — À 


et nous nommerons ces racines, rangées par ordre croissant de 
grandeur, 


y FCO CLS PCCE VON CE 


Nous supposerons aussi qu’on ait démontré que le déterminant 
déduit du précédent, en supprimant la dernière colonne vertucale 
et la dernière ligne horizontale, savoir 


&i,1— À di,2 …. di,n—1 
Œo 1 9,9 — À Fe 2 ,n—1 
An—1 = d 


dn—1,1 An—1,2 os. An-i,n—1 — À 


/ 
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possède la propriété caractéristique de la dérivée première de A,, 
prise par rapport à À, c’est-à-dire que, si l’on y fait les substitu- 
uons 


din: T2, 03. +...) Mn: 
les signes des résultats seront respectivement 
HAN OS tte 


et ne présenteront que des variations. Cela posé, nous décompose- 
rons À,,, en deux parties comme il suit : 


He À di, di,n 0 
do ,1 do ,2 À dan O 
AN — I C0 
dn,1 An,2 nn — À 0 
0 0 Le 0 An+1,n+1— À 

1 — À Œi,2 sÜe fe din An, n+1 
do,1 2,9 — À d2,n Œo, 1+1 
LAS OR TS EC CU 
Œn,1 An,2 CON TT TT me À Œn,n+1 

An+1,1 An+1,2 .. n+i,n O 


La première sera évidemment le produit de @y44,n44 — À par le 
déterminant AÀ,, et la seconde, en y considérant pour un instant 
isntis Gosnvis Un hi COIMIMNENALNUCLErININECS SC TARAUR- 1 LE 
près le polynome adjoint du polynome suivant : 


X: [(@1,1 — À) X1 + di,2 X» 2 6 00 D Nnil 
Se Xo [@o,1 X1+ (2,9 — À)Xo +. 1026 A2,nXn | 


dont l’invariant est précisément A,. Or, en substituant au lieu de X, 
dans A1, la série des racines n, de l’équation A, —o, cet inva- 
rlant s’évanouira, et alors le polynome adjoint, se réduisant à un 
carré parfait, sera toujours du même signe, quelles que soient les 
valeurs des quantités @i 31, Gonyis ++, Œn,ns1. Maintenant il est 
aisé de voir que le coefficient de a? sera le déterminant A,_;, 


n,n+1 
affecté du signe —. Donc pour les valeurs 


te 12: T3» se Vin 
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les signes correspondants de A,,, seront ceux de — A,_,, c’est- 
à-dire, d’après ce qu'on admet, 


ei) A ) Fat CH EE A À (— 1}2. 


Joignons enfin à ces substitutions les suivantes : À—— et 
À = + w; en observant que le premier terme de A,,, est (—X}"#1, 
on trouvera finalement que les signes de cette foncuon pour 


À = —, Ti, LEE "3; ….) Qn) —+ 00 


seront 
+ —, +, —, ..., (—i}7, (— 1)251, 


De là résulte que, sous les hypothèses admises, l’équation 
Ay4, — 0 a toutes ses racines réelles. Et de plus on voit par les 
limites entre lesquelles sont comprises ces racines que A, jouirait, 
par rapport à cette équation, de la même propriété que la fonction 
dérivée du premier membre. Dès lors, les propriétés que nous 
voulions établir dans toute leur généralité découlent immédiate- 
ment de ce qu’elles ont été démontrées dans le cas particulier que 
nous avons eu en vue pour la recherche des axes principaux des 
surfaces du second ordre. 


IV. — Théorème général sur la réduction des polynomes homo- 
gènes du second degré par des substitutions à coefficients réels, 
à des sommes de carrés. 


Ce théorème s’énonce ainsi : 


De quelque manière qu'on transforme un polynome du se- 
cond degré à coefficients réels en une somme de carrés de 
fonctions linéaires réelles, ces carrés étant affectés de coefft- 
cients numériques également réels, le nombre de ces coefficients 
qui auront un signe donné sera toujours le même. 


Ainsi, par exemple, étant proposé le polynome 


2 2 — y2 p2 2 2 
(1) PS ae man di par ce malt. 
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on ne pourra par aucune substitution réelle de la forme 
To = % Xo + Bo Xi +... + %0 Xn. 
(2) Ti = M Xo + D; Xi... x X,, 


Tn = An X0 + Pr X1 +. + #nXn; 


le transformer en un autre polynome tel que 





(3) 


RS GP el er AS En. 


k étant différent de £. C’est ce cas particulier auquel se ramène 
immédiatement le théorème général que nous allons établir. 

Et d’abord on peut supposer £ > #, car, s’il en était autrement, 
on résoudrait les équations (2) par rapport aux indéterminées X, 
et l’on raisonnerait sur cette nouvelle substutution à coefficients 
réels comme ceux de la proposée. Cette résolution d’ailleurs n’est 
jamais impossible, car, en nommant pour un instant à le détermi- 
nant relatif aux équations (2), on sait que linvariant du poly- 
nome (1), à savoir (—1)tt, sera le produit de linvariant du poly- 
nome (2) dont la valeur est (— 1), multiplié par le carré de à; 
et cette relation montre que à n’est jamais nul. 

Cela posé, parmi les diverses équations auxquelles les coefficients 
de la substitution (2) doivent satisfaire, on voit s’offrir en premier 
lieu celle-ci : 


UE D) D es ES 2 ? 2 ! Det Le à 
(en en GS À SERR PA CO PES RU 1e 


qui ne pourrait évidemment être vérifiée que par des valeurs ima- 
ginaires des quantités 4, si l’on avait 


%Xo — O, X1 —= O, … Xj — O. 


Or on va voir comment, en admettant la substitution (2), il est 
possible d'en déduire une nouvelle, qui, changeant le polynome (1) 
en le polynome (5), ait ses coefficients réels, et de plus présente 
ce caractère que l’indéterminée X, ait disparu dans les expressions 
de Zo, Ti, -.., Æx_,. Gomme on suppose 4 => 1, £—#1séra au 
moins égal à £, et, les conditions précédemment énoncées se trou- 
vant réalisées, notre théorème se trouve par là même démontré. 

À cet eflet, nous commencerons par remarquer qu’on peut, 
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sans changer le polynome (3), y remplacer X, et X, par 

X,coso + X,sino, X,sino — X, cosw, et introduire par là un 
0 ‘ ré) 0 t né 

angle arbitraire © dans les formules (2), qui deviendront 


To = (%0 cosY + Bo sinp)Xo+(ao sing — Bo cosp)X1—+..., 
æi = (au cos® + 8, sine )X5+(a sino — Bi cosp)X1+..., 


Maintenant, et quels que soient les coefficients «, $, ..., on pourra 
disposer de cet angle de manière à avoir 


ä COSP + Bo sinp = 0, 


et l’on sera amené à une nouvelle substitution également réelle où 
l’indéterminée X, aura déjà disparu dans la valeur de x,. Cela 
fait, partons de cette nouvelle substitution pour y introduire 
de nouveau un angle arbitraire, en remplaçant X, et X, par 
X, coso + X, sin®, X, sine — X, cosv, ce qui se fera encore sans 
changer le polynome (3). On voit, en raisonnant comme tout à 
l'heure, qu'on pourra annuler le coefficient de X,, dans l'expression 
de +,. Or des calculs analogues pourront être continués jusqu’à ce 
qu’on soit amené à remplacer X4_, et Xz par Xz_, cos® + X;sin do 
X4_, sing — X;cosw, et en dernière analyse on voit que de la 
subsütution (2) on aura déduit par des opérations toujours 
possibles une substitution réelle dans laquelle X,, X,,..., Xx_, 
auront disparu de l’expression de l’indéterminée x,. Ce premier 
point établi, nous concevons qu'on répète, en raisonnant sur la 
valeur de l’indéterminée suivante +,, des opérations toutes sem- 
blables, mais en se bornant à faire disparaître de proche en proche, 
dans l’expression de cette indéterminée, les coefficients de X;, 
X,,..., Xx_o. On n’aura ainsi besoin d'introduire dans les substi- 
tutions successives que les indéterminées X,, X,,..., Xx_,, de 
sorte que, ces calculs faits, on ne verra reparaître dans la valeur 
de x, aucune des indéterminées qui en ont déjà été éliminées. Cela 
posé, il est clair qu’en raisonnant d’une manière analogue succes- 
sivement SUrT Zo, Z3, ..., On sera en dermier lieu conduit à faire 
disparaître la seule indéterminée X, de la valeur zx _,. Elle ne se 
trouvera point d’ailleurs, dans les indéterminées précédentes 7y%_», 
Tr_3s .. Lo, et de la sorte on sera parvenu à une dernière substi- 
tution, conséquence de la substitution (2), changeant encore le 
polynome (1) en le polynome (3) et qui tombe dans le cas indiqué 
H. — II. 30 


Le 
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plus haut, où 1l est manifestement impossible que les coefficients 
soient des quantités réelles. 
Passons maintenant au théorème que nous voulions établir. 
Supposons qu'un polynome homogène quelconque du second 
degré à 72 +1 indéterminées, f(uy, Us, ..., Un), Soit transformé 
d’une première manière en une somme de carrés affectés de coeffi- 
cients numériques, par la substitution réelle 
Ui = Go To 00 Ti +...—+ Ko, 
U = di Lot bimi+...+ kit, 


ee re 0 sens eue se le ds eee à ee © ee LINE) 


Un = An To + Ont FE. 0+ Kad, 


de sorte qu'on ait 


Us UNE Ur) EN TI RRITICE. her Ti. 
S1 l’on donne une seconde substitution également réelle 


(227) = À, X, + Bo X1+...+ K, Ne. 
U; — À, Xo + B; Xi1+...+ Hi, 


Un = An Xo + BaXi+...+K,Xh, 


de laquelle résulte la transformation analogue 


/ 7 9 à T 5x 
J(Uo, Ujis s.., Un) = no X£ + na? +... nn X?; 


il s’agit de prouver que le nombre des quantités e&, qui auront un 
signe donné, sera égal au nombre de quantités n, qui auront aussi 
le même signe. 

A cet effet, et pour fixer les idées, supposons négatives les quan- 
tités €o, 81, -.., €, et positives les suivantes e;,,, 6;,9, ..., e,. Sup- 
posons aussi QUE No 1, ---, 4 SOlent négatifs, tandis que nx}1, 
Nkyo, -.., in Seront positifs. On aura d’abord, en égalant entre elles 
les deux expressions du polynome proposé f{(u,, wi, ..., un), 


Épdé + EP En = no Né AE Or A: 


les variables étant liées par ces relations, 


r 
< 


do Lo + bo Ti+...+K Ln — À Xo+ Bo Xi+...+ Ko Xe 
di To + b, LEE er k: A Xo0 + B, X1+...—+ K; X», 


CA OS PAT ut br Ti +. n + Kitre= À» Xo + B, À1 +. . + RNA 
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Maintenant remplaçons &5,2,,...,x; d’une part, Zi1, Liyo .., Tn 














T M “A 41 T' 
de l’autre, par ———, ———, ..., : SRE RATER 
Nu €o En £1 us Eÿ ur Veirs Ven 
7 X) RS X% 
Remplaçons de même X,, X,,..., Xy par >, ———;, +, ——— 
ra Le CU V= 1x 
7 e X } Xp 
et Xxus, Xpyos ce. Xp par — Le Pi, on se trouvera 
k eve Feradil Mer 
amené à la relation 
D 0 mt Cu lame, 
Fe T 2 2 2 € 
=—X}—X?2—...—XÉ+Xf,, + Xfo+...+ X2, 


les variables x dépendant des variables X, par les relations à coef- 
ficients réels 





















































b k 
D Ne 
ve £o Ar NeT Ver 
A K 
= ns Xo—+ 2 X1 + he Ex 
ÿ— no Ve ni Vnn 
ne de + HE 
Ty FAT .. =} nr 
EE € Vue: Ven 
A B K 
Si - X5 + X1 + Fi = X}, 
PÈRE n 0 Ve n1 nn 
DEN CPU PE RULES RAR RONA CO LEE LAINR ELA : 
An Kn 
To + Ti + A UT 
V— ©0 — &; En 
\ KE à 
ER EP RE EC ANT 
V— no 1 Var 


Or, en résolvant ces équations par rapport aux indéterminées x, 
on sera conduit à une substitution réelle, telle que 


Lo —= Lo Xo + Bo Xi1—+...+ 0 LUS 
Ti = A1 Xo0 + en X1+.. + k1X», 
T n — En Xo + B x X41 +. .—+ PASS 


et l'impossibilité d’une telle substitution a été démontrée précé- 
demment. Ajoutons encore que la résolution d'équations dont il 
vient d’être question n’est sujette à aucun cas d’impossibilité ni 
d’indétermination, si l’invariant du polynome proposé 


J(Uo; Us +, Un) | 
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est différent de zéro, et si aucune des quantités € n’est nulle. 
Nommant, en effet, À cet invariant, et à le déterminant relatif aux 
équations (4), on aura, comme conséquence de l'équation 


9 
(Uo, 1, ..., Un)= Ti + TI F... Fev, 


la relation 
AGE SE Sn 
d’où il résulte bien que à ne peut être supposé nul. 

La proposition que nous venons de démontrer montre comment 
la distinction en diverses espèces qui a été faite de polynomes à trois 
indéterminées, au point de vue géométrique de la disunction des 
diverses surfaces du second ordre qui sont douées de centre, peut 
s'étendre à des polynomes à un nombre quelconque d’indéter- 
minées. Chaque espèce de ces polynomes se trouvera définie par le 
nombre des carrés qui se présenteront affectés de coefficients positifs 
ou négatifs, lorsqu'on fera évanouir les rectangles par une substi- 
tution réelle. Et la propriété essentielle de cette classification con- 
sistera en ce que tous les polynomes qu'on peut déduire les uns 
des autres par des transformations linéaires à coefficients réels, 
offriront tous le même caractère spécifique. Mais ces considérations 
vont recevoir une nouvelle et importante application dans la 


question suivante. 


V. — Sur la détermination du nombre des racines réelles des 
équations numériques qui sont comprises entre des limites 
données. 


Nous considérerons une équation à coefficients réels quel- 
conques de degré nr, F(£)= 0, dont les racines, supposées inégales, 
seront désignées par @, b, c, .…., k. Cela posé, soient £ une indéter- 
minée réelle, et f le polynome homogène suivant : 








I 

LE : Aer An ee Te Lo 
i 

RD tom er A7 +...+ brt0)2 

miaicis- ob ere ideee le Cie ee 0 Ceci 
l 

+ (x + ky +ktz +...+ km 10); 





k—t 
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nous établirons d’abord cette proposition : 

En réduisant f à une somme de carrés par une substitution 
réelle (ou si l’on veut en cherchant l’espèce à laquelle appar- 
tient ce polynome), le nombre des carrés affectés de coefficients 
positifs sera égal au nombre des couples de racines imaginaires 


de l’équation proposée, augmenté du nombre des racines réelles 
qui sont plus grandes que t. 


Soit, pour abréger, 
p(C)=rv+Ey +Cz+...+Enr-tp, 
on pourra écrire / de cette manière, 


IR CO) p?(4) 
pntixr 1) FRE MC 








elilest bon tout d’abord de remarquer que la présence des racines 
imaginaires dans l'équation proposée n'empêchera pas les coeffi- 
cients de ce polynome d’être réels. Effectivement ces racines devant 





être conjuguées deux à deux, si l’'onaa—a+f8#—1, une autre 
racine, b par exemple, aura pour expression b = ax — fB4/—1,et 


HAE, p?(b) 
NET; 


des quantités imaginaires conjuguées de la forme À + BV= Het 


les termes » où entrent ces racines, seront également 


A Br dont la somme sera réelle. 
Cela posé, il nous est nécessaire d'établir qu’ en pres 


T+ay+az+...+anlp=xX, 
() m+bop+bz+,...+brie—= Y, 
I 
v+ky+kz +... + krto = V, 
on en trera, sans impossibilité n1 indétermination, les valeurs de 
Ti 2. ex piuneb inc iitementen N°70. 
Effectivement ces équations peuvent s’écrire ainsi 


p(a)= X, DUR 0 L'p(k)=V 


et la formule d’interpolation de Lagrange donnera immédiatement 
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Or, en égalant dans les deux membres les coefficients des mêmes 
puissances de €, on obtiendra les expressions linéaires de x, y,2,..., 
en X, Ÿ,/,..., sans autres dénominateurs que les quantités F'(a), 
F’(b),..., F’(kÆ), dont aucune ne s’évanouit, puisque par hypo- 
thèse l'équation proposée n’a pas de racines égales. 

Ce point établi, considérons en premier lieu le cas où les racines 
a, b,c, ..., k seraient toutes réelles. On pourra alors employer la 
substitution (1) pour reconnaître l'espèce à laquelle appartient le 
polynome f, car, exprimé en X, Ÿ, Z, ..., il devient 


I 








Et LES — + 14 + = Vr, 
et l’on voit que le nombre des carrés affectés de coefficients positifs 
est précisément égal au nombre des racines qui sont plus grandes 
que {. La proposition annoncée se trouve ainsi immédiatement 
démontrée dans ce premier cas. 

Supposons, en second lieu, la présence d’un ou de plusieurs 
couples de racines imaginaires, et soient, pour fixer les idées, 
a=a+fBy—1, b—a—84ÿ—1. Alors la substitution (1) n’est 
plus à coefficients réels, mais nous observons qu'elle le deviendra 
en mettant, au lieu de X et Y, X+YY/—1 et X —Y4/— 1. 
Effectivement, au lieu des équations 9(a)= X, 9(b)= Ÿ, on aura 
les suivantes : 


g(a)= g(a+ BD) Xe VV, 
p(b)= (a By—1)=X—Yy—:1, 


et l’on voit bien que les nouvelles indéterminées X et Ÿ seront 
la DADUPIRT CLIC RCE coefficient de V—1 dans l'expression 


o(a+ Ge 1). Semblablement, s’il se présente un autre couple 
de racines imaginaires conjuguées c et d, au lieu de poser o(c) = Z 


o(d)= Ü, on écrira 


? 


p(c)=Z+UY=T, e(d)=Z—Uy—+. 


Cela posé, effectuons, dans le polynome f, la substitution (1), 
modifiée comme on vient de l’expliquer par rapport aux racines 
imaginaires. Les termes de ce polynome qui correspondent aux 
racines réelles donneront précisément, comme dans le premier 
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cas, autant de carrés affectés de coefficients positifs, qu'il y aura 
de racines moindres que 4; ainsi nous n’avons plus à considérer 
que les termes correspondants aux racines imaginaires conJu- 
guées. Soient a et b deux racines de cette espèce; les termes 





PE ;?°(a) + 5 — 8° (6) deviendront, en effectuant la substitu- 


tion, 





CR rt (x —YV=T), 


ŒIRE 


expression susceptible d’une réduction remarquable. 





Soit en effet — 





; Ua! 
er — o(coso AT Er, t étant réel; te 


{ 
3 


DEL 





sera la quantité conjuguée, à savoir — o (cos — VE sin), 


et notre expression deviendra 
Five, a 
8 (cos ? +5 sin - }(x+Yy—5)] 
+ p | (cos £ —V—ïsin£)(x x] 


1-6 


D 


ou bien 
\ 2 2 
2p(X cos? — Y sin?) —2p(Xsin? +YcsŸ) . 

x 2 2 


2 2 


\ 


Nous sommes donc amenés à cette conclusion, que la présence 
d’un couple de racines imaginaires conjuguées dans le polynome f 
donne lieu à deux carrés dont l’un est affecté d’un coefficient 
positif, et l’autre d’un coefficient négatif, quel que soit 4. Et en 
général, si l'équation proposée contient 4 couples de racines ima- 
ginaires, les termes du polynome f qui contiennent ces racines 
donneront lieu à 1 carrés affectés de coeflicients positufs et à 
u carrés affectés de coefficients négatifs. Le nombre total des 
carrés affectés de coefficients positifs qui s’offriront pour caracté- 
riser l’espèce à laquelle appartient le polynome sera donc, comme 
nous l’avons annoncé, le nombre de couples des racines imagi- 
nares augmenté du nombre des racines réelles de l’équation pro- 
posée qui sont plus grandes que 4. 

Désignons par (4) ce nombre total des carrés affectés de coeffi- 
cients positifs, et représentons par #, et {, deux valeurs distinctes 
de l’indéterminée £ dont la première soit plus grande que la 
seconde. [Il est visible que l'expression (4,)—(4,) sera précisément 
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le nombre des racines réelles de l’équation proposée F(£)— 0, qui 
sont comprises entre les limites {, et £,. Maintenant 1l ne nous 
reste plus que quelques mots à ajouter pour montrer que le poly- 
nome f peut s'évaluer au moyen des coefficients de l’équation 
F(£)= 0. Observons, à cet effet, que tous les coefficients de f sont 
de la forme 

ai bi ci VAL 


De | AU : 
EE, HD ee Dre 














: : . LHC 

Or, en décomposant en fractions simples Fr on prouvera 

LARER 7) ne ai be ke 

————— — ( + ——— —-- m0 Cou 
Fté) Eee _ 








IT(£) désignant la parte entière. Si donc on divise t F'(à) par 
F(£), et qu'on désigne par R le reste de la division, on aura préci- 
sément 











R 
PÉTER Fer: 

La quantité désignée par (4) se trouvera donc en réduisant à 
une somme de carrés un polynome du second degré entièrement 
connu; mais cette détermination des coefficients peut être évitée 
par l’analyse suivante qui se fonde sur la proposition déjà démon- 
trée, que tous les polynomes déduits de f, par des substitutions 
réelles, appartiennent à la même espèce, c’est-à-dire qu’en les 
réduisant d’une manière quelconque à une somme de carrés, on 
arrivera toujours au même nombre de carrés affectés de coefficients 
positifs ou négatifs. 

Soit 

RENE mn SES PE RE a 

l'équation proposée. Posons 


o(C)=r+iy+Ez+...+Er tp, 
P(C)=X+EY+EZ +... +EriV, 


nous ferons en premier heu la substitution propre à rendre iden- 
tique, par rapport à l’indéterminée 6, l'équation 


PCI) B(C)— V F(C). 


En comparant dans les deux membres les coefficients des mêmes 
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puissances de €, on déterminerait effectivement les valeurs de x, 
7: 3,...,en X, Ÿ,Z,.... Mais il suffit de remarquer qu’en mettant 
à la place de € les racines &, b, ..…., k, on en tire les relations 


p(a)=(a—t)b(a), p(b)=(b —t)P(d), VIE 
o(k)=(k—1HP(Ek). 


IL s'ensuit que le polynome f, que, pour abréger, nous écrirons 
ainsi : : 





J= D —— (a) 


se change par cette substitution dans le suivant 
f= da —t)æ(a), 


le signe D indiquant la somme de tous les termes relatifs aux 


diverses racines a, b, ..., k. 
Cette transformation obtenue, nous en ferons une seconde, en 
remplaçant X, Ÿ,Z,..., V, par des indéterminées qu'il convient 


DÉTÉRECSCTIer TS ECS tot cela en POsAnt 


LXT= Cn—1 + P1 En + pans + m0 = Cos 
ŸS= Cn—e ti Cn—3 + Po Cru + Ê + Dn—2Co: 
(A) Lin: Pibn-at PaGn st: EPnr-s Co 
Ur p16, 

. V — pes 


On arrive alors à cette conséquence, que les fonctions linéaires 
Pa), P(b),..., D(Æ), peuvent être représentées parles quotients 
EGCL UE (6) F(£) 

FT reg 
chacun d’eux une puissance quelconque de €, telle que £!, par 
l’indéterminée €;. Nommant donc €/ une seconde quantité analogue 


à C,ilest clair que l'expression 


DE 1) ue AS, 


(—al—a 











si, la division faite, on remplace dans 








représentera parfaitement, et sans ambiguïté possible, ce que de 
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vient, par la substitution (A), le polynome 


f= J(a—t)æ(a), 


pourvu que, les divisions effectuées, et après avoir ordonné par 
rapport à Ç, on écrive d’abord €; au lieu de €, sans toucher 
d’ailleurs à l’indéterminée ©; puis, cette opération faite, qu’on 
remplace semblablement € par G;, après avoir ordonné par rap- 
port à C’. 

Ceci bien compris, rien ne sera plus facile que de saisir les 
transformations successivement indiquées dans les équations sui- 


Dee CODEC) 
ER 
CS 


=FOFOE (-—) 
Re; et me): 
ans (a CAC 


vantes : 











La dernière nous conduit à employer les relations bien connues 
126 I FPTE 
— —=(l — » =({ — 9 


DÉCRET 


de sorte que le résultat de la substitution (A) dans le polynome f 
se trouve représenté par cette expression très simple, et de 








laquelle ont disparu les racines 4, b, ..., k, savoir 
CO) EC NE EU COEUR 
rie 


Quelques applications suffiront au lecteur pour se rendre fami- 
lière cette métamorphose curieuse d’une fonction entière de deux 
variables € et €’ en un polynome homogène du second degré, et 
l’on verra sans peine un algorithme pratique, qui permet d’effec- 
tuer rapidement cette transmutation de la première expression 
analytique dans la seconde. Mais, pour abréger, nous supprime- 
rons ces détails et nous nous bornerons à remarquer que, lorsqu'on 
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donne numériquement les limites £,, £,, on doit, pour obtenir les 
quantités nommées précédemment (4) et (4), opérer sur les 
expressions 


CH RER Cro 6.) RCE RUN 


Fu 
CP 0 Al 8 mt 08 RD RU 
0 


dont les coefficients sont purement numériques, et non pas sur 
l'expression générale, contenant l’indéterminée £. A la vérité, on 
trouverait de cette manière (après avoir fait disparaître les rec- 
tangles des variables) les coefficients des carrés exprimés par des 
fonctions de #, dans lesquelles on pourrait substituer à posteriort 
les valeurs £, et £,; mais l’opération serait beaucoup plus embar- 
rassée et plus longue. 

Supposons, par exemple, qu'on veuille savoir combien de ra- 
cines de l’équation 


t2—3r 10 


sont comprises entre zéro et l’unité. On trouvera d’abord (sup- 
pression faite du facteur positif 34 que l'expression 


Co Rae rl es ben (GNT l'O END) 
ets 


donne le polynome quadratique à trois indéterminées 
F = 4(— 30 — 202 — 42 + aboli + 2 ota) + C2 — C2 — 2 0ota + 4 bo. 
Ce polynome pour {= o se réduit à 
Et C1 00e = tour Ci) nu tetr 202) m0 C3, 
etrsulonmfait —1"ilidevient 
Air Otis Ta ctoon lt 0eme lo 20) Gi. do) 00e 


Dans le premier cas on obtient deux carrés affectés de coefi- 
cients positifs, et aucun dans le second; ainsi : (ORNE EL 
de sorte que le nombre des racines de l’équation proposée qui sont 
comprises entre zéro et l’unité, est égal à 1, différence des quan- 
ütés (o) et (1). Observez enfin que, pour une valeur de £ infiniment 
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grande et posilive, $ se réduit au polynome 
(36 +201 + CS — 20061 — 26002), 


qu on décompose aisément comme 1l suit : 
A EN Re 
— (C2 — Co)? — 2 Gi > Vo — >. 


Donc, comme on n’obtient aucun carré affecté de coefficient po- 
sitif, le nombre des racines de l'équation proposée qui sont supé- 
rieures à l'infini, augmenté de la moitié du nombre des racines 
imaginaires, © est-à-dire évidemment le nombre des couples de ces 
dernières racines, se réduit à zéro. Ainsi l’équation proposée a 
toutes ses racines réelles. 

Nous ne nous étendrons pas davantage sur les considérations 
précédentes, qui ont fait voir toute l'importance de cette opération 
algébrique si simple et si élémentaire, qui consiste à mettre un 
polynome homogène du second degré sous la forme d’une somme 
de carrés. Mais, ainsi que nous l’avons promis en commençant, 
nous reviendrons, pour la compléter, sur le mode particulier de 
décomposition qui a été donné au paragraphe [. 

Considérons, par exemple, un polynome à quatre variables 
f(x, y, 3, v); la méthode dont nous parlons conduit à un résultat 
de cette forme, 


f(t,7,2,v0)= e(x+ay +bz+cv}), 
+e (y +a'z+b'v}, 
+ €" (z + a"z}, 
“+ empe, 


A 
OR 


et, comme 1l importe surtout de connaître les facteurs €, &/, € 
dont les signes déterminent l’espèce du polynome, nous allons 
donner le moyen de les calculer directement. 

À cet effet, nous observons que l’invariant du second membre 
sera, d’après les théorèmes précédemment établis, le produit ee/e”e”, 
multiplié par le carré du déterminant relatif aux fonctions 
linéaires 

T+ay +bz + cv, 
J +a'z+ b'v, 
3 + av, 


p. 
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Or on reconnaît que ce déterminant se réduit à son terme prin- 
cipal, qui est l'unité. 

Nous pouvons ainsi regarder comme connu le produit ss'e”e”, 
Cela posé, faisons dans l’équation précédente 6 — 0, un raisonne- 


lel ‘est l’invariant du poly- 


ment tout semblable montrera que ee 
nome à trois variables f(x, y, 3, o). 

Continuons de même en supposant P—0, 3 —0, puis enfin 
M0, 5 —0, 0 Mon IroUveras successivement ques. en est 
l’invariant de f(x, y, 0, o)ete le coefficient de æ?, dans le polynome 
proposé. Ces quatre coefficients pourront être calculés d’une ma- 
nière directe, comme nous l’avons annoncé. 

En général, soit f(Xo, æ1, ..., Æn) un polynome homogène à 
n + 1 indéterminées; nommons A; l’invariant du polynome qu’on 
en déduit en annulant toutes les indéterminées 25,1, Œiios ..., Œn) 
et À, le coefficient de x°, on trouvera par la méthode de décom- 
position en carrés, dont nous nous occupons, le résultat suivant : 





A; A9 = ja 
A XI XI XX. + 
ARE AS Nr An—1 


les fonctions linéaires ayant cette forme, 
X;= Ti+ air + Dire +. un Tr: 


où a, b,..., k sont des constantes réelles. 
L'espèce à laquelle appartient le polynome f se détermine donc 
directement d’après le nombre des termes positifs et négatifs de la 

suite 
A A2 An 


ee 


A5 ns RIRE 





2 


ou, ce qui revient au même, d’après le nombre des variations et 
des permanences de la suite 


I, A; Ai, A, CONTE An—1; An: 


C’est donc de ces quantités que dépend la détermination de l’ex- 
pression désignée tout à l'heure par (£) dans le polynome 








p2(b)+...+ e(k), 





I 
AC En er Kent 


a — t 
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SN 


ou dans celui qui a pour expression symbolique 


GR) F(OF(G)—CG— 6) FFE) 


ES 


Relativement au premier de ces polynomes, on trouve ainsi que 


! I a (a—b} 
ne D DU (ar en) 


(a—b}(a—c}?(b—c} 
(a Htc rt) 





os = 


le signe à représentant la somme des termes qu’on déduirait du 


premier en y faisant toutes les permutations des racines. Or ces 
formules sont précisément les fonctions de M. Sturm, sous la forme 
que leur a donnée M. Sylvester; de sorte que les considérations 
précédentes peuvent être considérées comme donnant une démon- 
stration nouvelle du théorème de ce célèbre géomètre, démonstra- 
tion dont le principal caractère est de n’employer aucune considé- 
ration de continuité. 

À ces dernières observations sur la réduction d'un polynome du 
second degré à une somme de carrés, nous ajouterons un procédé 
donné par M. Moutard, professeur à Paris, pour effectuer l’opéra- 
tion dans un cas où la méthode serait en défaut, par exemple sil 
était question du polynome 


J=axy +fxz+yyz 
dans lequel les carrés des variables n'existent pas. On observe que 
af (ax +yz)(ay +bz)—ÉYy2?, 
et qu'on peut ensuite écrire 


E(ax+yz)(ay +Bz)= [az+ay+(y+b6)z] 
[are ES ns 
ce qui donne bien une décomposition du polynome proposé en 


trois carrés. Et l’on pourrait opérer d’une manière semblable dans 
les cas analogues relatifs à un nombre quelconque d’indéterminées. 








SUR 


LE RAYON DE COURBURE 


DES COURBES GAUCHES. 


Nouvelles Annales de Mathématiques, 2° série, t. V, 1866, p. 297. 


On donne dans l’enseignement un calcul un peu long pour 


déduire de la formule 
I do 


CUS 
l'expression du carré de l'inverse du rayon de courbure au moyen 
des coordonnées x, y, z et de l’arc s, savoir 


J I 


SE mie [(dx d'y — dy d'r)}+(dy dz3— d: dy) +(dzd'x— dx dz)|, 


la variable indépendante étant quelconque. On peut l’abréger 
comme il suit. 
Soit pour un instant 


dx dy dz 
Œ —= Er b = A Fo 
et faisons 
a'= a+ da, b'= b + db, c'=c+ dc, 


l'angle de contingence do sera donné par la formule relauve au 
sinus, Savoir : 


sin? do =(ab'— ba'} +(ac'— ca} +(bc'— cb'}?; 
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de sorte que l’on aura immédiatement de? en calculant Îles 
expressions ab'— ba!, .... Or on trouve 


ab'— ba = a(b + db)— b(a + da), 
— a db — b da, 
dx ,dy dy 4% 


FE ds ds’ 


et cette dernière expression donne lieu à la réduction suivante 


dx d'y ds— dy &s dy Mxds—dxzæs dx dy dy dax, 
ds ds? mur ds? ti ds3 si 





On a donc par un calcul bien facile 


,__d&&y—dy dx 


bi 
a ba TE 


as, 
et semblablement 
dx d' 3 — dz dx 


QC — CA = —— "ds, 


ds3 
, dy d'3 — ds dy 


bei 
C cb 


ds, 


d’où suit, comme on voit, la formule annoncée. 


SUR L'INTÉGRALE [<< 


AnnaliidiMatematicaitr. 1 (2° -série, 1867, D: 195). 





L'intégrale f2"% présente deux cas bien disti | 
intégrale a présente deux cas bien distincts, suivant 
Vi—%? 


que l’exposant m est pair ou impair; dans le premier, elle est 
transcendante, dans le second, simplement algébrique et de la 


forme Py/1— x?, P étant un polynome entier en + qu’on obtient 
ordinairement au moyen du procédé de l'intégration par parties, 
mais que l’on peut déterminer différemment et de manière à mieux 
mettre en évidence sa nature analytique. 

Je chercherai en premier lieu le degré de P, en développant 
suivant les puissances décroissantes de la variable les deux 
membres de l'équation 


(1) [l MER D Ter 


NOUS Le 


7 


- ; , all 6 

Dans le premier, le terme le plus élevé en x sera STE et dans 

mn OÙ | 

le second axvT! Va 1,Sil’onfait P— 3x8 axtTt E...; de sorte 
que l’on a 





BA = PR 


et l’on obtient en même temps la valeur du coefficient 4, savoir 


Cela fait je poserai, pour obtenir P, 


d. 
PONT ———— L 
[ M Py/1i—2—c€, 


VS 





"0 
H. — IT. 3 
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C étant une constante, et l’on en déduira 
C  œn dx 


Ù 
= ——————— à ———— + 
Vi — +? VOLE NII 


Or, en développant le second membre suivant les puissances ascen- 
dantes de la variable, le premier terme donnera la série infinie 


PF 


CG I 1,9 
ee copier 


Vi — æ? + D) 2.4 








Re M AE x 
24.02.35 


a+, ue 
6. ) 


À It 


F4 ænt dx 


. ] à ; 
Quant au second terme ———— ———; il donnera également 


Vi — a? ù Vi — Tv? 
naissance à une série infinie, mais commençant évidemment par 
la puissance x”*+!, Comme P est un polynome fini du degré m —1, 
il est clair qu’en posant m—1—2n, l'effet de ce second terme 





D AE RUN DE C ) 
doit être de détruire tous ceux de la série = venant après 
1 — x? 


1.3 Je 1 


- x?!, d’où cette conclusion : 
DE AU RENE 2 


Dans l'équation (1), le polynome P est, à un facteur constant 
près, l’ensemble des premiers termes du développement de 


1 
(1— x?) *, jusqu'au terme en x°*, suivant les puissances 
ascendantes de la variable. 


Pour déterminer le facteur constant C, il suffira de profiter de 


: : I 
la remarque faite tout à l'heure que à — — on devra donc poser 
1:0.3-,:910— | I 
(ur ONE 
RUE RU Ÿ m 
d’où 
l D Da 27 


— —————————_—_— 6 
» 


PTE OO de SD )leeil 


J'observerai enfin que l'équation (1) différentiée donne 


dP 
EE l'a 4e8 HAN. | 
DE . (i—x?)— Pr, 


d’où l’on tre aisément une équation linéaire du second ordre sans 
second membre, car il suffit de différentier une seconde fois, puis 
d'éliminer le terme indépendant de P et de ses dérivées. On trouve 








: Let n a 
SUR LINTÉGRALE ———-— : 49) 
4 1— 2°? 
de la sorte 
at SAME EUR )æ P 
T(I— LÀ) HAE PÉNALES A A — O0. 
‘ dx? ÿ d dx 


Cette équation est vérifiée en posant P — ; ainsi, 67 


I 
Vi — x? 


partageant d’une manière quelconque le développement or- 
donné suivant les puissances crorssantes de x de la série 


4 
(1— x?) *, les deux parties satisfont à une même équation du 
second ordre. 








; : ALT an dr ! 
J'arrive au cas de m pair dans l'intégrale a el Je pose 
LEE 
alors 
FE em dr AMEL 
(a) | TE = Py/i-—-r'+e [l === ? 
0 V LEENTE y V REY 40 


€ désignant une constante el D un nouveau polynome, commen- 


Ÿ æm—ti ñ : 
çcant comme tout à l’heure par le terme — rs Je n’ajoute pas 


de constante, le second membre devant être comme le premier une 
fonction impaire de la variable. La grande différence de nature 
analytique des relations (1) et (2) va se manifester à l’égard des 
polynomes P et #9, car, en opérant absolument comme plus haut, 
on obtient cette conclusion : 


Dans l'équation (2) le polynome ® est, à un facieur près, 
l’ensemble des premiers termes du développement de la fonc- 


arc sinæ 


Lion transcendante Jusqu'au terme en x?"7\, suivant 


1 — ? 
les puissances ascendantes de la variable. 


Ce développement bien connu, et que donne immédiatement 





l'équation 
a “el 
pe USE ANS PR EN | 
re 14 ; 
savoir 
are sin? 2 2.4 I GA s Po ve 0 » ee 
D D LPS Cd 
\ = Tr 3 3 4 ) DEA AS A El 
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conduit, en faisant » — 2n, à l'expression suivante : 





] DAUT A DST CE Ve D. 
P——e(r + — 28 + Pr LEE SET bee ts Vi UE ! 
3 250 32527 DT 


Et en même temps on arrive à la détermination de e en posant 


d’où 


c’est-à-dire, précisément, le coefficient de æ?* dans le développe- 
À 


ment considéré plus haut (1 — x?) *. 
On üure aisément de ce dernier résultat la proposition suivante : 


En désignant par F(x) un polynome entier, l'intégrale 


LTE Le 
IT sera de la forme 


Vi— x? 





P(x) désignant aussi un polynome entier, et le coefficient & de 
la partie transcendante s’obtiendra en calculant le terme inde- 
pendant de x dans le développement de l’expression 


F(æ)(1— à) 


suivant les puissances décroissantes de la variable. 


Mas on peut le démontrer immédiatement en remarquant 


+1 
AE F0) dr ; 
d’abord que l’on a évidemment HOTELS re, et ensuite que 


ve TRE 


.+1 
CPR AL ae Ftr):dx ol " pe 
integra e elinie 2 ——— peut s Oblenir en inteé grant 


Ver 
F(3)dz 


an z décrivant un cercle de rayon infini, ayant son centre à 
17: 


l'origine. Il faut, à cet effet, développer suivant les puissances 
décroissantes de z l'expression proposée 


AECOM = ro (1) : 
Vr-=32 3ÿ—1 





—1 





; an dx 
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Or, F(z) étant un polynome entier, la quantité F(3) (: — à) 


ne renferme qu'un nombre fint de puissances positives, el, en 
désignant par p le terme indépendant de la variable dans cette 
quantité, l’intégrale cherchée se réduira simplement à celle-ci, 


Eee 
rs k 


de sorte que l’on a bien p — + 
On arriverait enfin au résultat, par une voie purement algé- 
brique et très F7 en partant de l'égalité 


F(x) dx 
— AA 
= ni c Re 


Il suffit en effet de diflérentier, de développer ensuite les deux 
membres suivant les puissances décroissantes de la variable, et de 











I 
comparer les termes en A 





SUR 


LE DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE 
DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES 


DE PREMIÈRE ET DE SECONDE ESPÈCE. 





Annali di Matematica, t. Il (2° série, 1868, p. 97). 
(Extrait d’une lettre à Brioschi.) 





Au lieu d'effectuer suivant les puissances ascendantes de la va- 
riable x le développement des quantités 


K dx RME GTR dx 
de VU—æxt)(i— x?) 1 Te Din 2) 


je poserai dans ce qui va suivre 


ra dx a _ — 
J PR =y(t— x?)(4 — 2x2) Gn Dei 
| Vu—ænu— 2) 2 


A2x2 dx 


Nr Nr næ?n+i, 
, VO—z)(—kÆz) VALUE x DAT 


De cette manière on obtient pour les coefficients &, et $, des 
polynomes rationnels et entiers par rapport au module, dont voici 
quelques propriétés. 

En premier lieu, réduisons à un terme algébrique, et aux fonc- 
tions de première et de seconde espèce, l'intégrale 


FT at dx 


vi — æ?)(1 — Rx) ; 


DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES. 487 


en posant cette égalité, où l’exposant » est entier, P un polynome 
entier en æ, À et B des constantes, savoir : 


e (kx?)n+1 dx 


V—zx2)(1— Az?) Mn “ 


ma 





y [l dx 
+ (i—x?)(1— k'x?) 
aO TE krtdx 
—+ B ——-—— : = , 
: (t— x2)(1— A7? 





on aura 
A°— Da; BE An 


Une seconde propriété consiste en ce que les polynomes «, et 8; 
sont les dénominateurs et numérateurs des réduites de la fraction 
continue (!) | 


Je2 
2(1 + Æ2)— pe 2 
: 2 2 

ANT FÈ)SS la £2 

TR EUER) nu Hs 
5 (1 1 + £2 à pme 
représentant le En 
22? dr 

k En 1— 2x D) 





RACINE 


. . Sr (l 
Introduisons, au lieu du module, la quantité k + r = 26, et 


posons 
Jr A e Ær+1B k 


VMS GR CAC D = ————— ) 
JDA A EU SD LE TL 


(!) Cette assertion n’est exacte qu’à des facteurs numériques près. Si l’on 


P : NE 
désigne par —* la n'ème réduite, on a 


LL) 
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on aura ces relations, 








d'A n-1 

H DORE ON RUES mia — Le DEMO ECS 
2(n +1): SE Te 2n(n+i)An=(2n +1) er 
dB dAË SrAPER 

ANS RSS —on(n+1)B;=(2n +1) Ga 


et eufin les deux équations simultanées linéaires que VOICI : 











dA» dB? HD} x 
de Ur IT À À PEN (re DNbr 
Re ee d'A, , dA 








dE (1 — €?) ve — 3e + n(n+2)An. 





SUR L’EX PRESSION 


DU 


MODULE DES TRANSCENDANTES ELLIPTIQUES 


EN FONCTION DU QUOTIENT DES DEUX PÉRIODES. 


Annali di Matematica, t. IT (2° série, 1869, p. 81). 


On sait qu’en posant 


on à pour le module £?— f(w) cette expression, 











à TU LT) . iTW NO 
4 VY us Ds) F 
2e 9e HAE." 4... 
EDR: = : 5 
JA | + 9 ei) + » eHRD ET CIRAD EE, ; i 


où la variable w entre sous forme transcendante, et J'ai observé 
ailleurs qu'en appliquant la formule de Maclaurin à la quantité 
f(t+ w) pour obtenir un développement algébrique par rapport 
à w, les coefficients au lieu d’être rationnels, comme dans les 
diverses séries élémentaires sinw, cosw, log(1 + w), contiendront 
la transcendante numérique 


#i do 
RENTREE 
i) \/1 + sint@ 


M'étant proposé de calculer les premiers termes, j'ai élé conduit à 
un autre développement également algébrique, mais où les coeffi- 
cients sont purement rationnels, comme on va voir. 
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Partant des formules données par Jacobi dans les Fundamenta, 


$S 29, et où l’on fait 


= 1—2/?, J= 
f NE 


Fra q? nd, TROT 
w=i(i L Ko A APR TOR HU) 


w| a 


savoir : 

















r /q 32.q3 32,72, q5 
+ — ! 
FPT + SE + ) 
RIT (Oree ER eg ) 
7 AN RD RSS 1681010 
r / 32.48  32.72.q5 
ME te PR RS 
2 J V2 2.4.6 2.4:0:8:10 / 
J'en déduis 
q Jos Jar oe Fi 
2 2400 DAS DU LOMME NU KE Ko ao er 
q? ARE Dre VER CREEK Creer 


et, le retour des suites donnant la valeur de 4, on trouvera cette 
expression où les coefficients sont tous rationnels, savoir : 


; I 2 J2 w — 7 232 w —1:\3 
k= - — | —  J+( — : 
0) T (D HE FT W+L 


























on aura donc 


F .2)2+ Tr i rot RS 
d————© = - — — — ti+- 
2J2— ri 2 150 g 


SX 


et la série en € du second membre aura cette propriété, qu’en y 
a + bi 
a — bi 
ainsi obtenue sera liée à la première par une équation algébrique, 


changeant € en .6, où a et b sont entiers, la nouvelle série 


cette relation entre les deux séries étant l'équation modulaire pour la 
transformation dont l’ordre est a? + b?. Cette remarque, appliquée 
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au cas le plus simple où l’on suppose «a —1, b —1, donne pour 


conséquence que le développement suivant les puissances de € de 
q q PP P S 


l'expression 
== Â 42 k"? 
SE A k2 4": 


ne contient que les termes dont l’exposant est = 2mod4. 


SUR L'INTÉGRALE [ —“—= 


Annali di Matematica, t. IT (2° série, 1869, p. 83). 


En supposant le radical Vi — æ? pris avec le signe +, on prouve 
aisément que l’on a la valeur 


a dx T 
PRE ne mn M Ce 
sh (a Vite Va?—1 


le second membre ayant le même signe que a dont la valeur 
absolue doit être supérieure à l’unité. Mais ce résultat suppose a 


réel, et, si l’on fait en général a = À + Bÿ/— 1, le signe du radical 
Va?—1se détermine par la condition qu’en posant 


ER NE 





I 
ai" 


a et À aient le même signe, ou encore que b et B soient de signes 
contraires, l’une de ces conditions entraînant l’autre. 


SUR LA TRANSCENDANTE E,.. 


Annali di Matematica, t. VI (2° série, 1869, p. 83). 


En posant avec Cauchy 


T 


1 sin?2w cos(e cosw) dw, 


Oo EL 7. )à 


er I 


E, = 


l'intégrale définie qui figure dans cette expression étant la trans- 
cendante de Bessel, on trouve, lorsque 7 est un grand nombre, la 
valeur limite que voici. Posons 


E—TSINnO, 


(do) /2 
et0s® tang = 
© 2 

Es = ————— : 
V2nr coso 


on aura 





» +1 PA 
SUR L'INTÉGRALE Le 
Bulletin des Sciences mathématiques, t. 1 (1870, p. 320). 


Soit 


is sin a dr 
A 1 
21 


I— 27 cosa + x°”° 


il est d’abord aisé de voir que l’on a 
femmes cr: 


car, en faisant, dans ous. 


ferme [7 sin 4 dr 


I+—2T COSA + T+Hoxcosa + a? 


la subsutution æ — — {, nous obüendrons sur-le-champ 


+1 : 
; dt 
fa+r)= f L'LHhEERE RENE ; —— f(x). 
+4 


COS CITE 


La fonction f(a) est donc périodique, etil suffit, pour en obtenir 
la valeur générale, de la déterminer en supposant & compris entre 
zéro et 7. Faisant à cet effet 


T — COSA = USING, 


ce qui donnera 





sin dr du 
——————. — , 
l—%TCOSAX + T2 I + u? 
nous écrirons 


1—cos —1— cos x 


+ 1 . sin Œ sin & 
sina dx É: du hp du 
———— ———— — EEE 5 
-, 1—2%Cosa + x? Es 7 ES 4 1 + u? 


1 e/ 0 





pr ‘ 
sin x dr 
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dr RES É: COSX + a? 
de sorte que, dans le second membre, les deux intégrales repré- 
: ; T T 
sentent les arcs les plus petits, renfermés entre — = et + 5’ ayant 
2 LA 
respectivement pour tangentes les quantités 


le COS GUERAX 
et ——— = tang 
SX 


I — COS% , 
——— = \tang 





D I Q& 


Sin % 


9, 


Or, & étant moindre que + par hypothèse, la première intégrale 


TE Sn PS 





4 (2 K 
sera par conséquent =; mais la seconde aura pour valeur l’arc 


; nous aurons donc 


Fer k 
ft= f sin x de UT 


nn 0-T2N COS OST 2 


diminué de #, c’est-à-dire 





entre les limites indiquées pour la variable &. Maintenant la 
relation 
AR on À 
donne celte conséquence que, entre les limites ret27, f(x) a pour 
T PA ° 
valeur — se de sorte que nous nous trouvons amené à l'expression 
analytique, par une intégrale définie, d’une fonction discontinue 


, \ 2 p0 T , À 
égale à + = Cure selon que la variable est renfermée entre 2727 


et(2n+1)r, ou entre les limites (272 —1)r et 2n7, n étant un 
nombre quelconque. La 

On voit donc comment on peut être amené, par les considé- 
rations les plus élémentaires du calcul intégral, à la considération 
si importante en Analyse des fonctions discontinues, et j'ajoute 
que l’expression en série trigonométrique de cette fonction par- 
uculière qui s’est ainsi offerte se tire facilement de l'intégrale 
définie. 

Il suffit, en effet, d'employer ce développement connu, savoir : 


Sin & ; : RUN ; 
———————— — sina + Tsin2a + v?sinja+...+æ-lsinna+..., 
I— 27 COSa + x? 


et d'observer qu’on a 


+1 


2 
Î æ-1 dx = 0 ou = 
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suivant que A est pair ou impair, pour parvenir au résultat que 
donnerait la formule de Fourier, savoir : 


2 sina dx É sin 3 & sin 5 & 
TITI a ———— — — ) | sina + REV Een 
ne 3 5 





[— 92% COSA + æ? 


Il serait même possible d'établir la convergence de la série, en 
P ; 
Ve à ; Sin 4 , 
limitant le développement de la fonction > à ses n 
lp ACOS UNE 
premiers termes, et considérant le reste qu’on trouvera sous cette 
forme, savoir : 


+1 


4 LA dx : FE an+i dx 
R;:= sin(n+i)aæ ———————— — sINnAN« ——————— , ; 
LM 27 CDs Mel MCE EEE 


mais je ne m y arrêlerai point. 
Une autre intégrale définie élémentaire conduit encore à la 
même fonction discontinue, c’est celle-ci : 


moi Wa 
Î en — 
RTE (avr 


1 





T. . 
OÙ — ————} suivant que la constante à, 


T 
Vai— 1 Varer 


qui, en valeur absolue, doit être supposée supérieure à l’unité, est 


dont la valeur est 











ne L : : ; ; I 
positive ou négative. Il en résulte, si l’on fait a — + qu'on a 


OS 


= qe ou — T 


hr sina dx 
( 


4) 22 
NET COS GIVE 


suivant que sina est positif ou négatif; mais celle expression ne 
diffère pas au fond de celle dont nous venons de nous occuper, elle 





1 « [ e LL 223 
s’y ramène en elfet par la substitution x — ; 


=> quiserten général 
à l'intégration des radicaux de la forme V1 — x2?. Sous une forme 


ou sous l’autre, le passage brusque de f(x) d’une valeur nulie 


; T T s : Ve: 
PV OURS semble moins caché dans l'intégrale que dans la 


série trigonométrique; car, en supposant à infiniment petit, elles 
offrent, sous le signe d'intégration, aux infiniment petits près du 


I : 
second ordre, l’une le facteur ———, l’autre le facteur =) 
AN FE (1— æ)? 


1 ; 
è sina dr 
SUR L’INTÉGRALE f 


À | 


SAR A TT de dis NN / 
[— 2% COSA + 2 197 


qui, à la limite supérieure x — 1, rendent les intégrales infinies ; 
c’est du moins par l'intermédiaire de cette forme, du produit d’une 
quantité infiniment petite par une quantité infiniment grande, que 
se trouve réalisé le passage brusque d’une valeur nulle à une valeur 
finie. 

Je remarque enfin qu’on a 


ue COS AI 2x RUE 114 pe 1—TCOSX  \ 
NOTES ICS QE}? SA Can reparer 0 


Je r , ’ j u ee Les 4 COSX 
et l'intégrale est nulle, en général, puisque la fonction ——— 
Rp TCOSAEEELS 


prend la même valeur aux deux limites ; toutefois, pour cosa = +1, 
elle est infime, l'expression à intégrer entre les limites + 1 et —1 


Ï 
nm À 





étant 


SUR 


LA CONSTRUCTION GÉOMÉTRIQUE 


DE L'ÉQUATION 


RELATIVE A L’ADDITION DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES 


DE PREMIÈRE ESPÈCE. 


Bulletin des Sciences mathématiques, t. I (1871, p. 21). 


La première construction connue de cette équation el qui a élé 
donnée par Lagrange résulte du rapprochement de la relation 


cosama = Cosam(x + a) Cosamæ + sinam(x + a)sinamæAam a 


avec la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique. On 
en déduit aussi une construction plane en posant 


X = cosam(r + a ), 
V=SinmamEr et) 
et déterminant les points de rencontre de la droite 


cosama = X cosamæ + Y sinamzAam a 


avec le cercle 


Cette droite est une tangente à l’ellipse 


/ X \ 2 (ee) 
EE SR ==, 


DRE RTE CET re 
Ccosani«æ 


COS an) & 
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dont les axes ont pour valeurs 


À —= cosam a. 


cosam «a ‘ ; 
B= ———— = sinam(K — «). 
A am «& 


Ayant donc construit cette ellipse ainsi que le cercle, l’un des 
points d’intersection aura pour coordonnées 


X — cosam(x + a), 


Y=sinam(r +a) 


et l’autre, en remarquant que l’équation de la droite ne change 
point si l’on change a en — à, les quantités 


X, = cosam(æ —«a), 


Yo—sinam(r—a). 


On voit donc qu’en menant l’une des deux tangentes à l’ellipse 


par le point 
Xo—= cosam(xæ — a), 


Yo—sinam(æz—a«a), 
cette construction donnera d’abord celui-ci 
X —=cosam(zæ<+a), 
Y=—sinam(xr+a), 
puis, en continuant dans le même sens, 
X,= cosam(r +35a), 
Yi=sinam(æ+3a); 
et, en général, le niè"e côté du polygone inscrit au cercle et cir- 
conscrit à l’ellipse conduira à la construction des quantités 
cosam[æ+(2n+i)al|], 
sinam{r +(2n+i)a|. 


En opérant en sens inverse, on trouverait, pour les coordonnées 
des sommets, les expressions 


cosam[æ—(2n+i)a|], 


sinam{æ—(272+1ja|. 
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Ces résultats pourraient, sans doute, se démontrer directement, 
en déterminant, sur la figure, le rapport des variations des coor- 
données des points de rencontre, avec le cercle, de deux tangentes 
infiniment voisines, mais Je ne m'y arrêlerai point, m’étant seu- 
lement proposé de rapprocher l’une de l’autre deux constructions 
géométriques de natures bien différentes. 





SUR 


L'ÉLIMINATION DES FONCTIONS ARBITRAIRES ('). 


Cours d'Analyse de l’École Polytechnique, 1873, p. 215-299. 
Paris, Gauthier-Villars. 


I. C’est à l'égard des fonctions de plusieurs variables que se 
présente la question de la formation des équations aux différences 
partielles, c’est-à-dire des relations entre une fonction 3, les va- 
riables x, 7, ..., et les dérivées partielles des divers ordres 
ds die dz  d;z 
dx dy dx?’ dx dy’ 
ment, le premier point de vue sous lequel nous l’envisageons est 
celui qui s'offre dans l'étude des cônes, des cylindres, des surfaces 
de révolution, etc. C’est en eflet la définition géométrique d'une 
famille de surfaces par un certain mode de génération qui conduit 
à définir analytiquement une fonction z de x et y par le système 


de deux équations 


.... Considérant d’abord deux variables seule- 


A CE PE NC EU CES 2 SA SE PAR 


(1) 
U(æ, y; 3, ®%, A, B, AREA L)=o, 


où entrent un paramètre variable «& et un nombre quelconque n de 


fonctions arbitraires de à, représentées par A, B, ..., L. Obtenir 
une équation aux différences partielles, à laquelle satisfasse la 


(1) Hermite a consacré en 1872 deux articles à cette question, que l’on trou- 
vera dans le Report of the British Association, t. XLII, p. 233, et dans le 
Messenger of Mathematics, t. Il, p. 69. Nous croyons inutile de les reproduire, 
Hermite ayant développé ces deux Notes dans son Cours d'Analyse de l’École 
Polytechnique. C'est le Chapitre de ce Livre se rapportant à ce sujet que nous 
réimprimons ici. ï HP; 
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fonction 3, quels que soient & el ces x fonctions, sera donc la 
question analogue à celle qui nous à précédemment conduit à la 
formation d’une équation différentielle ordinaire d'ordre 7. 

A cet effet, j'observe en premier lieu que les relations données 
permettent de considérer x et y comme des fonctions de 3 dont les 
dérivées successives 


Nr b HodiT 
D = —; a" = —; .) 

dz dz? 

RU CRtuesz 


LANDE PS J IAE 


s’obliendront, soit directement si l’on peut avoir æ et y explicite- 
ment exprimés en 3, soit par les règles relatives aux fonctions 
implicites. 

Dans ce dernier cas, nous aurons d’abord 




















[ap Te E ANAEU ENS 
RG Re 
« 5) « 
(2) | db di dy 
da dy 7 La EN 
puis 
ROC D ET Yi 4 CRD 
dx dy 7 dx? SR dy (4 
ci DL QE LEE AR ENT A VARUTRL ELLE 
ne ay 7 Hs dx dz dy 24 pe 122000 0 
(3 { 
dy de dy y, d'A D HUE 6 
dx dy tr? dx dy Y 
RUE dy 6 EE ME A SA. 
_ dy? 4 dx dz' dy da ÉBÉZrE / 
et ainsi de suite. 
En second lieu, je remarque que 
æ = f(x, 7) 


étant la fonction qui résulte de l’élimination du paramètre «, on 
reproduira identiquement la quantité 3 si l’on y remplace x et y 
par les valeurs que l’on tre de la résolution des équations (1), car 
autrement ce serait de deux relations conclure une troisième qui 
en serait distincte. D’après cela, et envisageant x et y comme 
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fonctions de 3, la première dérivée de l'identité obtenue donnera 
l'égalité suivante 


ARNO" 


/ 
CE) dx dy * 


la seconde et la troisième celles-ci : 





13 a l? z D % ie 
(5) c io e y" a Es CAR RTS 
dx dy dx’ dx dy dy? 
4 I] dz NI » d?z ! /4 d2 3 ! !; 4 ! /4 d?z ! (4 
(€ | dx ne D EE HAT de 2) AAA RE dy? # | 
) / 
nd in lo AS ARR AIT MENT R Dar ARTE 
HAN dx? dy” dx dy? 4 ds 7 4: 


Les quantités x/, x”, x”, y’, y”, y" doivent être remplacées par 
leurs valeurs en fonctions de z, ou éliminées au moyen des rela- 
tons (2), (3), .... En continuant les mêmes calculs jusqu’à la 
dérivée d'ordre », on parviendra à un système de n équations où 
les dérivées partielles de l’ordre le plus élevé seront évidemment 


dn z d'3z d'2z 


dar” dx dy” Liée dy"° 


et, en y joignant les deux relations proposées, 1l sera possible 
d'effectuer l’élimination du paramètre & et des 7 fonctions arbi- 
traires , 
ADR nel 

c’est le résultat cherché, qui est ainsi une équation aux différences 
partielles d'ordre n. Dans le cas le plus simple de n = 1, lorsqu'il 
n'existe qu'une seule fonction arbitraire, cette équation aux diffé- 
rences partielles s'obtient immédiatement en résolvant par rapport 


àzet à À les équations 
o(æ, 26 3, , A 0, 
DÉTEVES A TAN 0: 


Ayant en effet 
a — P(æ, y, 3), 


A VOTE 6), 


il ne restera plus trace du paramètre ni de la fonction arbitraire 
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dans les relations (2) qui deviennent 


HER CRIER ALU 
dx dy 7 7 C5 TR 
dw RE. Re CN 

Re D Tr no 


et le résultat de l'élimination de x’ et y’ entre ces équations et 
l'équation (4) est immédiatement donné en égalant à zéro le déter- 
minant 


dz db dv 

dx dx dx 

=] 4 ax 
dy dy dy 

dæ dwY 

7! Zz da 


I. Soit, pour premier exemple, les équations 
D IME- A, 


Y=nz + A, 


qui représentent la génératrice d’un cylindre, nous aurons 


dz 
_— O 
dx , 
dz 
ATNETS ner. SR 
— 0 l dx dy 
dy 
I —m —n 


l'équation aux différences partielles des surfaces cylindriques est 
donc 


La ligne droite 
TX — Lo —= a(z — Zo ); 


Met ne) 


est la génératrice d’un cône; on trouve alors 








dz I 
dx 3 — Z9 À ; ÿ 
& : ne Marne or m0 
CIE #0) 
Er T — se Énreet 
Ce) RER 


y 
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et, par conséquent, pour l’équation aux différences partelles des 
surfaces coniques 


dz 
(a — 29) SE = + mo me 


Les surfaces de révolution sont engendrées par la circonfé- 
rence 
(PR N 0) Es ie: 
ax +by+cz—=A, 


ce qui nous donnera 





dz 
a TL — %Q [47 
= Z , 
— b 
dy Jo 
| —1 3—2% € 


et par conséquent l’équation aux différences partielles 


dz 
FOOT ES 


ax 


RAC a)—e(r —n)]g = = b(x — %o)— a(y — Yo). 


Les conoïdes enfin ont pour génératrice la ligne droite 


T—mMmiz—p—a(yYy—-nz—q)—=0, 
ax +by+cz—= A, 


qui se meut parallèlement au plan fixe ax + by +cz—=o, et 


rencontre la droite 
DNS Ep, 


2VY—=NZ +4. 


L'équation aux différences partielles se présente donc sous la 
forme 


je 
(æ— mz—p) | — mb+o TR +na TE +al 
dz dz 
(M— ns — 9) jme Te —(ma+c) dy = o| = O0, 
qui devient plus simplement 


Z dz 
Ce a ne 0; 


lorsque le plan fixe est celui des xy. 
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IT. La Géométrie donne encore d’autres exemples qui con- 
duisent à l’élimination de deux et de trois fonctions arbitraires. 
Soient, en premier, les équations 


æ—mz—p—=AÂ(z— 1), 


7 





nz —q—=B(z— a), 


représentant une droite qui rencontre dans toutes les positions la 
droite fixe 
T=Mmz+p, 


y 


q 


J'=B+n, M0, 


æ'= À + m, ee 0, 
et, observant ensuite que 
(yÿ—nz—b)A—(x— mz—p)B=o, 
nous en conclurons 


(Yy'—n)A—(x'— m)B=o 


1° ® A 
et, en éliminant =: 


(Yÿ—nz—-g)r'—(æ—-mz3—py =m(y —g)—n(x—p}), 


ou bien 
pæ'—uy' = w, 


si l’on pose, pour abréger, 


U—=X—MSz—p, 
P=yY—nz—g, 
w=m(y —qg)—n(x —p). 
Ayant d’ailleurs 


dz F A EAN > 
dx dy M 
il en résulte ces valeurs 
pe dz fe dz 
Ur ete up DE ee (D 
Vs dy , FA dy 
dz dz Y dz dz 
HE Sp re æ 
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et l'équation (9) de la page 503 donne l'équation aux différences 
paruelles 


æd z #L LINE 
— (u + — ww 
dx? dy ) 








ile Sersimplihé Si On suppose 71— 0, p——0,/—0, 970, de 
sorte que la droite fixe soit l’axe des 3, et devient 


d? z A d?z a d?z 
DT 
dr dy 4 


ss D 
dx? 


Les surfaces gauches à plan directeur ayant pour génératrice 


la droite 
ax +by+cz = a, 


æ—=AÀz+B, 


parallèle à un plan fixe 


ax+by+cz—=o, 


conduisent au calcul suivant. 
Nous aurons d’abord 


ax'+by'+c—=o, DE JAN 
puis 





d?z FRAIS 2Z LS TREND 
—— T VE 07 2 O. 
dx? dx dy Y dy? J 
Cela étant, les deux relations 
ax +by'=—0c UE de = 
AU CENT ALT dy) — 
donnent 
dz 
bD+— 0 a+ ——0C 
7 dy Fe d 
dz dz? 4 as dz 
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et l’on en conclut, pour l'équation aux différences partüelles, 


d?z b dz \? d?z b dz ) Ar hs PA ie 
dx? ur 7 *drdy items dx dy? FLE 


/ 


Lorsque le plan directeur est le plan des y3, il faut supposer 


ge ET ee F] C d?z b ss ë , ] ï r id 
b—0o, c—o, et l’on a simplement ds — 0: résultat évident a 
C A 

priori, l'élimination de 4 donnant pour 3 un binome du premier 
degré en y. 

Ce sont enfin les surfaces réglées dont la génératrice a pour 
équations 

æ = Az +B, Mia. zic, 

qui serviront d'exemple d'élimination de trois fonctions arbitraires. 


Or, ayant dans ce cas 


les équations (5) et (6) de la page 503 donnent sur-le-champ 
d2z A2 dz À d? 3 

dx? i Lure dy a je ave 

d3z A3 APARTMENT? DEUX d8 z 


a Re T 
drin ae dr? dy ue dt dy dy 








de sorte qu’en faisant pour un instant 


d? z ( DEN Ed 

se em —— mines ms sommets 

1 dz dy dx a) dx? dy? 
= ———————————————— _———— 7; 


d?3 
dx? 


l'équation aux différences partielles du troisième ordre sera 


dz tds SAS d 3 
TRE 


Te Ar Cardio vs 0e 

IV. La considération des surfaces enveloppes, où s'offre un 
mode de génération entièrement différent des précédents, conduit 
en Analyse à définir une fonction 3 de x et y par deux équations 
contenant un paramètre variable « et dont l’une est la dérivée 
de l’autre par rapport à ce paramètre. En désignant de nouveau 
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par A, B,...,L, nr fonctions arbitraires de x, ces conditions 
s'expriment ainsi : 


(1) Ur ÿJ': 3, 4%, A, B, D L)= 0, 
DIE RE, Li) » 
a AC Lo ONNNSRE. 


et nous nous proposerons encore de former, entre la fonction et 
les variables indépendantes, une équation aux différences partielles 
qui subsiste quelles que soient ces fonctions. 

À cet eflet, Je conçois que æ et y soient déterminés par les 
équations (1) et (2) en fonction de z, de manière à avoir toujours 
les relations obtenues page 503 








dz vel FA 
— 7 en ni 10 
dx dy 7 
GER re E res d? 3 Cr GÈre es DER 
— —— ——© LTD ——— 7 0 
dx dy dæ? dx dy » dy? Y ! 
TS CR I ln ie TP ET TT 0 SRE AU Au E 
Fa be : ét PELLE dx 
mais Je procéderai différemment pour calculer les dérivées x'— SES 


dy . À À * ù 
| — _… --.-, en mettant à profit une circonstance importante qui 
2 


s’offre lorsqu'on veut tirer de ces équations les dérivées partielles 
dz dz 
RE et me 6 
dx dy 


supposant «& fonction de æ, y, 3, il vient : 


Différentiant pour cela la première par rapport à x, en 


REC CIRE ENS 


dx dz dx da dx 





ou simplement, d’après l’équation (2), 


it IR 


A AAA 
et l’on obtiendrait de même 
CARRE RTE 
à ET EU Val 


Or nous n'avons plus dans ces relations les dérivées des fonc- 
tions arbitraires par rapport au paramètre, et nous en urerons les 
quantités cherchées x’, y", ..., exprimées au moyen seulement de 


210 ŒUVRES DE CHARLES HERMITE. 


_ 


dz 
À, B,..., L, en observant que =» par exemple, étant une fonc- 


on entièrement déterminée re x et y, que J'appellerai pour un 
moment 0(x, y), on aura 


dd 8 , dd , 


ds dx ‘dy? ? 


d’où l’on voit qu'on devra écrire 








dz dr? dx dy Jo 
et pareillement 
dz 
a(S) NICE AE AE, 
dz dr dy # dy? va 


D’après cela, en représentant les dérivées partielles du premier et 
du second ae par p, g; r, 8, t, afin d’abréger l’écriture, nous 
aurons, pour déterminer +’ ï J', ces deux équations : 


d es gere Het ! d? f 














dr?” dx dy Ÿ dr ds 
CRE CEE 
(Er HT + PE )a — (sx Er) 0: 


et il est clair qu’en continuant de différentier par rapport à 3, on 
formera de proche en proche les dérivées de x et y jusqu’à un 
ordre quelconque #7 — 1, avec cette circonstance que les dérivées 
partielles de 3 jusqu'à l’ordre 7 seront introduites dans leurs 
expressions. Îl en résulte qu’en les substituant dans les relations 
(4), (5), (6), ..., de la page 503, on sera conduit à un système de 
n équations entre ces dérivées partielles et les quantités 4, À, 
B L. Nous pouvons donc, en y joignant celles-ci, 


NE 
Lo Ro PAABAAN Lien 
GENS df df df 
AP Nas PAT As AA 
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effectuer l'élimination du paramètre et de n fonctions arbitraires ; 
c’est Le résultat cherché, qui est ainsi une équation aux différences 
partielles d'ordre n. 

Nous allons en faire l’application à deux exemples tirés de la 
Géométrie, après avoir remarqué que les équations ci-dessus, en 
z' et y', jointes à la relation (4) de la page 503, savoir 


pT'+gy'—1=0, 


donnent, par l'élimination de z’' et y’, la condition A — 0, À étant 
le déterminant du système suivant 


CH. CPR OR RC IC LOT ER 


P dx ‘dxdz! ds dæ& dy WE ds HR 














æd f dal df df UT df 
1 4 dy 4 dy dz EEE dy? si dy,dz HET 
dif CSL RE d f 
T7! dxdz ds? dy de dx: 7 | 


Mais si l’on ajoute aux termes de la première et de la deuxième 
ligne horizontale ceux de la troisième, multipliés d’abord par p 
et ensuite par g, on aura plus simplement 


A = Vb2— LC, 








en posant 
dE A merde dut 
mure apart tent 
Si D +1 SAME? 


V. Nous considérerons en premier lieu les surfaces dévelop- 
pables, enveloppes des positions d’un plan mobile 


3+ax+Ay+B=o, 


el nous aurons immédiatement 


FA 


© 
Î 


Bo 7 ADS: 


d’où, par conséquent, l’équation aux différences partielles du 


second ordre 
LA TN (6) 
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Soient, en second lieu, les surfaces canaux, enveloppes des 
positions d’une sphère de rayon constant 





(æ— A}+(y—B}+(z— 4) = a?, 
dont le centre décrit une courbe quelconque. On obtient alors 


— —1+p?+(z—a}r, 
J | 
< db = pq +(z—a)s, 


CASE gs — a), 


et le paramètre 4 s’élimine au moyen des relations 





æ—AÂ+(z—a)p =0, Yÿ—B+(3—-24)g = 0, 
qui donnent, en substituant dans l'équation de la sphère, 


«a 


Vip ge 


PS O— 


On obtient ainsi l'équation aux différences partielles du second 
ordre 


a(s— rt)—a[(1+g)r—2pgs +(i1+p?)t]Vi+p?+ g° 


+(i1+p?+ g?}}= 0. 
La relation générale dont nous venons de faire usage, à savoir 


vb? 





LE = 0, 


peut encore se démontrer très facilement comme 1l suit. Je 
reprends, à cet effet, les deux équations 


o(æ, IPS 4)= 0, 
UT, y, Z, 4)= 0, 
pour les différentier successivement par rapport à x et y, en sup- 


posant que le paramètre variable tiré de l’une d’elles en fonction 
de æ, y, 3, ait été substitué dans l’autre. On obtient ainsi 








dy de dodu de de, du 
dx ds P ASC UT dy dz 1 à di dy © 
bd dde, dd. dd, 





dx dl? ddr ” dy 377 Ga dy 
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el en remarquant que le déterminant 


do da de dx 
De CENCPRER 
dy dx dÙ da 
da dx da dy 


s’évanouit, nous en concluons la relation suivante : 


CORRE CES, ‘d? 











dx ds! dy d1 LE 
HS Hi + Ta 
Cela posé, prenons en particulier 
er a a)= LE + À p, 
ne D Near 
on en trera immédiatement 
Re A ne 
Dee Giono ir+ tee 


et, par suite, l'équation cherchée 


yL?2 — LE — 0: 


VI. Nous ne nous sommes occupé jusqu'ici de la formation des 
équations aux différences partielles que dans le cas d’une fonction 
de deux variables. Considérons maintenant, par exemple, une 
foncuon w de x, y, 3, en la définissant par ces trois équations, où 
entrent deux paramètres «, $ et un nombre quelconque n de fonc- 


ions arbitraires À, B, ..., L de ces paramètres, savoir : 
OUVERT Ab AD NS RT)E 0; 
VAN Se RC ol LRO REA 
DVI Ut AD AR, PERS) 70: 
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L’élimination des fonctions arbitraires s'effectuera par la même 
méthode que précédemment, et donnera pour résultat une équa- 
tion aux différences paruelles d'ordre n. La même conclusion 


s’obtiendra aussi en considérant les relations 
12, y, 2, u,x PA NBE SD) — 0, TUE 23 oi 


mais elle n’a plus lieu si l’on pose seulement deux équations avec 


un seul paramètre variable, savoir 


PT NC AURA EDS SL)"; 
Y(r, y, 3, u, a, À, B,..., L)=o, 


car alors on peut former une équation aux différences partielles 
d'ordre n, représentant le résultat de l'élimination d’un nombre de 
fonctions arbitraires supérieur à n et égal à 1 n(n +1). Etquandle 
nombre des quantités À, B, ..., Ln’est point compris dans cette for- 
mule, par exemple lorsqu'on le prend égal à quatre, de sorte qu'onne 
puisse pas obtenir une équation aux dérivées partielles du deuxième 
ordre, on parviendra, en introduisant les dérivées du troisième 
ordre, à plusieurs relations distinctes au lieu d’une seule. C’est là 
une circonstance que présente souvent l'élimination des fonctions 
arbitraires, et je vais en donner un exemple en considérant l’ex- 


pression 
3 = 1 Va Fu), F:(0)], 


où F,(u) et F,(+) sont deux fonctions arbitraires de w ete, qui 
sont des fonctions déterminées de æ et 1. Qu’on forme, en effet, 
les dérivées partielles du premier et du deuxième ordre de z, on 
obtiendra six équations où entrent les quantités | 


FC): JAM AE FE) 
F;(v), Fo(e), F9), 


dont l'élimination ne sera pas possible, en général. Mais, en 
s'élevant aux dérivées partüelles du troisième ordre, on ajoute 
quatre équations en introduisant seulement deux nouvelles quan- 
utés F}(w), F,(u), de sorte qu'il deviendra possible de former 
autant d'équations du troisième ordre qu'il y a de manières d’éli- 
miner huit inconnues entre dix équations. On doit donc avoir en 
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vue principalement les formes analytiques où l’élimination des 
fonctions arbitraires donne lieu à une conclusion précise, à une 
seule et unique équation aux différences partielles, et j’indiquerai 
encore celle d’Euler, savoir : 


3= Fi(x+ay)+BR(x +by)+...+F,(x + ly). 
En faisant 
(æ—a)(x—b})...(æ—l)=2t+ par tl+qaur2+,..+s, 
on trouve facilement 


dis dn 3 LA dr z dn z 
de Par ds le dy 


Ainsi, par exemple, l'expression 
3=Fi(x+ay)+ Fix — ay) 
satisfait à l'équation 


d? 3 d? 3 
ue, = 
dy? dx? 





qui s’offre dans d'importantes questions de Mécanique et de Phy- 
sique. 


FIN DU TOME IE. 


si | : 


L ER ny 


i , "a 1e | à ” à 1 : 
ROC" LIRSS sh afin R Nr 
SARNOTINS CEE 
PAT ‘4 


OT 


} VILLE MTAT 
IRC : u 


4 LAS ù È ose. 





ERRATA DU TOME II. 


Page 60. — M. H. Weber a bien voulu nous communiquer l’errata suivant : 
Dans le développement de 28.a (ligne 16) &7 faut écrire le coefficient 196884 au 


lieu du coefficient 196880. 


Page 243. — Dans la formule (21), il doit y avoir alternance de signe, de sorte 


qu’on doit lire 
Sin2 Z 2sin4t 3 sin6æx 
MÉRUPEES T'CRAIRÉENSE ER LENRE"#"PRrR 
1— g* 1— g$ 


RE —— 
er: 1— q? 


de même, à la place de la formule (22), il faut lire : 
Sn ET 6sin6xr 
4g'sin4æ  4g$sin6x œ 


H' gsin2æ 
Pr nes - = 
x I— q 1— q I— q 
Page 2,46. — Les trois formules du texte, lignes 12, 13, 14, doivent être écrites 
ainsi : 
1n$— A6, + B6, 
6f— An + C6, 
6 —— Bn + C6, 
Page 435. — Dans le titre et en note, au lieu de : Rognet, lire : Roguet. 
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